





METODOS DE INVESTIGACION EN PRODUCCION ANIMAL

por

Gilberto Paez Bogarin

Instituto Interamericano de Ciencias Agricolas de la OEA
Centro de Ensefianza e Investigacién
Departamento de Industria Animal
Turrialba, Costa Rica
1964



00007618

1OREBY




METODOS DE INVESTIGACION EN PRODUCCION ANIMAL

Apuntes del Curso del Ing. Gilberto Phez,
tomados porAestudiantes graduados del
Departamento de Industria Animal
(Sin corregir)

Enero-Abril 1964

CIRCULACION PRIVADA

Instituto Interamericano de Ciencias Agricolas de la OEA
Centro de Ensefianza e Investigacién
Turrialba, Costa Rica
1964






ADVERTENCIA

No se tenia el propésito de poligrafiar estas notas sobre intro-
duccibén a la técnica experimental, puesto que ellas posiblemente no
contienen nada nuevo para la mayoria de las personas dedicadas a la
investigacién, quienes obviamente poseen un mayor cimulo de conmoci-
mientos y experiencias que el autor, que les vinculan muy fuertemeante
con el Método Cientifico. Sin embargo se acepté la reproduccién de
estos apuntes, accediendo a la peticién de los profesores y estudian-
tes del Departamento de Industria Animal del IICA.

Probablemente se encuentren muchos errores, especialmente grama-
ticales, ya que no se ha hecho ninguna correccién a las notas origi-
nales preparadas para las clases; por esta razén las presentamos en
forma preliminar y conciente de que en el futuro deben mejorarse y

completarse.

Se notard asimismo que no se ha seguido una secuencia légica en
la presentacién de los tépicos. Esto obedece a que las clases fue-
ron dictadas atendiendo a las necesidades y problemas que presentaban
los estudiantes en el aula. Por esa razén también se ha concedido
mucho mayor énfasis al andlisis e interpretacién de resultados, y a
algunos disefios que ellos consideraban de primordial interés para la
investigacidén zootécnica.

Las fuentes de informacidén que sirvieron de base para las clases

se indican en la parte final de estos apuntes.

Finalmente desea dejar constancia de su sincero reconoci=-
miento al Dr. John V, Bateman, Jefe del Departamento de Industria
Animal del IICA por su inestimable colaboracién en el desarrollo de
las clases, a los Ings. Héctor Mufioz y Alvaro Aguirre quienes partici
paron activamente en la planificacién del curso, a todos los estudian
tes graduados, quienes asistieron a estas clases con mucho interés y
entusiasmo, a la Sra. Mireya de Vega y a la Srta. Emilia Ferndndes,

nuestro reconocimiento especial.

El autor
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PARTE GENERAL

METODO CIENTIFICO

Segun O. Kempthorne, el método cientifico es la aplicacién de
la légica y la objetividad al estudio de los fendémenos. Sin embargo

debemos reconocer que es dificil dar una definicién exacta de lo que

es8 el método cientifico. 8i por ejemplo nosotros nos preguntdramos
qué e; la ciencia? probablemente no estamos én.condiciones de dar
una definicién clara y correcta. Esta dificultad surge del hecho,
que el significado de la ciencia no es fijo sino es mas bien dinémi-
co. El significado de la ciencia ha evolucionado en el transcurso
del tiempo, en otras palabras ha ido tomando nuevo significado a me-
dida que iba madurando (mayoria de edad de la ciencia).

Despo jandonos de nuestras pretenciones de definir la ciencia,
simplemente la consideraremos como un procedimiento para:

1) Contestar preguntas

2) Resolver problemas y

3) Desarrollar procedimientos mésAefectivos para contestar

preguntas y resolver problemas.
Los procedimientos que caracterizan a la ciencia generalmente

se refieren a herramientas, técnica y métodos cientificos.

La herramienta cientifica constituye el instrumento fisico o

conceptual que se usa en la investigacién cientifica.

La técnica cientifica es la manera de lograr un objetivo cien-

t{fico, un curso de accién cientifica o en otras palabras, es la ma-
nera de usar las herramientas cienti{ficas.

El método cientifico es el procedimiento técnico escogido para

evaluar cursos alternativos de la accién cientifica.
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El estudio del método cientifico frecuentemente se considera
como metodologia. El objetivo de la metodologia es mejorar el pro-
cedimiento y criterio usado en la investigacién cientifica. Por
esta razén la metodologia se considera como la légica de la ciencia.

Sin pretenciones de ninguna otra laya nosotros nos limitaremos
simplemente a mencionar los aspectos principales del método cientifi
co que son: a) observacidén y experimentacién. Esta parte se refiere
a la recoleccién de todas las informaciones posibles acerca de la
investigacidén; b) andlisis e interpretacién de los datos y en base a
ellos obtener conclusiones objetivas que respondan a las preguntas
planteadas; c) postular leyes generales.

Unas de las principales palancas del método cientifico es la

Estadistica, que participa en una investigacidén cientifica por medio

de sus dos ramas: a) disefio de experimentos,de muestras de censos,
etc,, esta parte de la estadistica tiene por objeto la recoleccién
de la informacién; b) andlisis estadi{stico, esta parte tieme por
objeto, resumir las informaciones, calcular ciertas constantes nece-
sarias para describir la poblacién (X, 52, s'x, CV, etce) y la inferen

cia estadistica.

Experimentacién e investigacién

La palabra experimentacién a veces se toma como sinénimo de in-
vestigacién cientifica, sin embargo debe tenerse muy en cuenta que
no todas las investigaciones cientificas llevan envuelta la experi-
mentacién. La experimentacién tal como se ha concebido en el siglo

XIX envolvia el control fisico de los objetos, eventos y sus
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propiedades. Pero una investigacién cientifica se puede hacer sin el
conérol fisico de los factores, por ejemplo lo relacionado con la
astronomf{a, aunque la situacién puede cambiar en el futuro, pero en
la era en que vivimos los astrénomos no han podido ain controlar
fisicamente los objetos de sus estudios. El control se puede también
obtener por manipulacién conceptual o representaciones simbélicas
(modelos) del fendmeno bajo estudio.

Por las consideraciones hechas podemos nosotros, desde el punto
de vista practico decir que la investigacién cientifica se puede lle-

var a cabo por experimentacifém o por observacién. En el primer caso

se ejerce cierto, bastante o completo control sobre los factores en
estudio y otros factores que pueden enmascarar los resultados. En el
segundo caso como es del tipo observacional, a veces es imposible
ejercer control fisico sobre factores en estudio, lo mismo sobre los

factores discrepantes.

Caracteristica general del método cient{fico

- Examen de las informaciones ya existentes. Esto se concreta a la
revisi6n de literatura y comunicaciones personales.

- BEn base al conocimiento que se tiene del problema,derivar hipéte-
sis por medio de la deduccidn.

- Someter la hipétesis a pruebas experimentales u observacionales.
-~ La verificacién de la hipétesis no es absoluta, sino solo pone de
manifiesto que los resultados son compatibles o né con ella, en
otras palabras, verificar una hipétesis no implica que la deci-

8ién sea cien por ciento cierta, ya que generalmente trabajamos
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con nimeros muy reducidos de la poblacién; por esta razén en vez
de decir prueba de hipétesis, nosotros vamos a preferir usar la

palabra test de hipétesis. La palabra "test" significaria para

nosotros una prueba no muy rigurosa; por otro lado si queremos
referirnos a una prueba rigurosa, usaremos la palabra "proof" que

implicaria pruebas de rigor.

Esquema de una investigacién

Siguiendo los pasos del método cientifico, cuando a) surge un
problema; b) se revisa la literatura existente al respecto, o consul
tar a personas que poseen ciertas experiencias en el asunto; c) en
base a los conocimientos ya existentes formular una hipdtesis; d) se
plantean los objetivos generales y especificos del trabajo; e) se
disefla un experimento o una muestra o un censo, etc. de acuerdo a
los objetivos que se persiguen con la investigacién. El disefio esti
sujeto a los objetivos del trabajo; f) se lleva a cabo el trabajo
por el tiempo que el investigador cree necesario y desde luego en
consonancia con 108 objetivos planteados; g) se recogen las informa-
ciones (o datos); h) se analizan y se interpretan las informaciones;
i) discusién y conclusiones de los resultados.

Un ejemplo practico aclarara el proceso del método cientifico:
a) Problema. Existe el problema que preocupa a un grupo de perso-

nas, (jugadores) si la moneda (utilizada para el juego) tiene
las dos caras (escudo y corona) balanceada o equilibrada o una
de las caras tiene mayor peso y por lo tanto menor probabilidad

de salir.



b)

c)

d)

e)

£)

g)

h)
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Revisién de literatura. No se tiene referencia acerca del

problema.
Hipétesis. La probabilidad de que caiga escudo es igual a la
probabilidad de que caiga corona (moneda equilibrada).
Objetivo. El objetivo del trabajo consiste en averiguar si la
moneda tiene las dos caras balanceadas.
Diseflo del experimento. Se tiraré la moneda un nfimero x de veces
en condiciones completamente uniformes.
Experimento. Se tiré la moneda 1000 veces.
Resultados. Corona = 505 veces

Escudo = 495 veces

Test de hipétesis. Para verificar la hipétesis (H,) plantada en

(b), usaremos en nuestro caso la prueba‘]? (chi al cuadrado).

Alternativa Obsz:;ado E-p:rado o-e (0-e) Sﬂizl? = 2
Corona 505 500 5 25 25/500 = 0,05
Escudo 495 500 =5 25 25/500 = 0,05
Total 1000 1000 0 %= 0.10

i)

La 7(2 obtenida (0.10) es menor que la‘x? tabular que es igual a
3.84% (3&, P.05, GL 1 = 3.84), esto pone de manifiesto que el resul
tado obtenido es compatible con la hipétesis formulada, por eso
aceptamos la hipétesis de que la moneda estd balanceada.

Conclusiones. La moneda estd balanceada o equilibrada. Esto no

es una prueba rigurosa. Para tener una prueba rigurosa se nece-
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sitaria tirar la moneda infinito nimero de veces. Por qué se for

mula la hipStesis nula? En general resulta mis facil rechaszar o

aceptar una cosa.que criticarla. Otra razén es que la hipétesis

nula (Ho) es una sola y las hipétesis alternativas son varias.

Por

estas y otras razones se usa en la estadfstica la hipétesis

de nulidad "null hypothesis".

Objetivos generales del disefio de experimentos

1.

2.

3.
En

Recoger informaciones védlidas o datos fidedignos

Eliminar al méximo posible los errores, pero como no es posi-
ble eliminarse totalmente:

Tratar de medir validamente el error experimental.

un experimento aparecen una serie de factores incontrolables,

tales como la heterogeneidad del suelo, diferencia genética entre

plantas

o animales, influenciss climfticas, errores humanos, etc. Es-

tos factores inciden en forma negativa sobre la uniformidad de la pro-

duccién; como consecuencia introduce ciertos grados de incertidumbre

en los resultados. Aqui pueden presentarse dos situaciomes:

1.

Puede suceder que una diferencia real entre dos tratamientos
quede enmascarada por el error experimental, por ejemplo el
promedio de un tratamiento A (u‘) sea mayor que el promedio
de otro tratamiento B (ﬂB) pero en el experimento puede apa-
recer X A =')-(B (debido a error experimental). Es decir que se
obtiene un resultado contrario a lo real, en este caso acep-
tamos la hipétesis nula siendo ella falsa y cometemos error

del Tipo II.
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2. La otra situacién es lo contrario, el promedio verdadero de.
dos tratamientos son :i.gnalesM,A =jiB pero en el experimento

se obtienen resultados diferentes:

A LB ‘} debido a orrér expo;imental

A >»B |
Basado en este resultado rechazamos la hipétesis nula. Siendo ella
verdadera,cometemos error del Tipo I.

En las dos situaciones hemos cometido graves errores porque los
resultados estaban enmascarados por el error experimental; entonces
surge el diseflo del experimento para controlar esos errores y dar
validez a los resultados.

Algunos principios del disoﬁoj@o éxporimontos se han aplicado
desde hace mucho tiempo, por ser cuestiones de légica. Sin ombnrgo;
el extraordinario progreso que alcanzé§ desde hace tres décadas més o
menos, se debe a R. A. Fisher, quien también tiene el mérito de ser
el primero que dio a conocer el desarrollo matemitico del Ahilisia ﬁo

Variancia, en 1923.

Postulados de la experimentacién

l. El experimento no debe tener 1aelinacién viciada "bias", sesgo.
Es decir, que el experimentador no debe tener preferencia sobre
ciertos tratamientos sino debe estimar los valores de ciertas
constantes de la muestra (X, 32, 8g ) #in ningén vicio para que asi
estas estimaciones se aproximen a los valores de los parametros

('U’ 62' 62 )o
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Debe existir una medida del error experimental.

Ocurre a veces que un mismo ensayo se lleva a cabo por dos perse-
nas "A" y "B", La persona '"A"™ declara que los tratamientos soam
decididamente diferentes. La persona "B" dice que no existe dife-
rencia real entre los tratamientos probados. A qué se debe esta
discrepancia de opiniones? Posiblemente a error experimental, de
ahf la importancia de tener una medida del error, para que las
conclusiones sean oﬁjetivan. Para ayudar a esto se hace el "test"”
de significanci;.y para hacer esto se necesita del error experi-
mental y para medir el error experimental se necesita: a) repetir
los tratamientos de un experimento varias veces (Replicatiom); ¥y
b) sortear la distribueién de los tratamientos (Randomization).
Hay casos que no necesitan una prueba formal, ("test" de signifiean
cia), por ejemplo, al comparar el efecto de dos herbicidas se eb-
serva que uno controlé el 100%, mientras que el otro mo tuvo
efecto. En estos casos es evidente la superioridad del uno sobre
el otro.‘ Al hacer el '"test" de significancia debe temerse presen-
te lo siguiente:t a) 8i nosotroas aplicamos un criterie de aceptar
solamente diferencias. muy evidentes o muy grandes y despresiar
diferencias pequefias, se debe tener en cuenta que la suma de mu-
chas diferencias pequefias dd diferencias grandes. In este caso

se comete el error Tip§ II; y b) si se quieren medir diferencias
pequefilas se necesita hater un buen experimento com muchas repeti-
ciones, medicion;a exactas de las variables, disolo‘y andlisis
adecuados. Si por el contrario se adopta el criterio de aceptar

toda diferencia entre tratamiento, por pequefia que ella sea, se
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comete error del Tipo I. Centra este error nos protege el nivel
de significancia estadi{stica (P.0S5, P.0Ol).

3¢« Debe haber un objetivo bien definido. El objetivo es la base so-
bre la cual descansa el experimento; debe haber buenas raszones
para escoger los tratamientos, en qué drea se aplicarém los resul-
tados, por qué y para qué se va a conducir el experimento.

4, El experimento debe tener suficiente exactitud. La exactitud se
puede alcanzar de varias maneras: a) eliminando errores de técni-
ca; b) se puede aumentar a través del disefio y andélisis; ¢) awmen-
tando el nfimero de repeticiones.

5« El experimento debe tener suficiente amplitud (scope). Si se com-
duce un experimento con la finalidad de determinar la mejor raciém
alimenticia para cerdos, y para el estudio se escogen cerdos jéve-
nes de cuatro meses, las conclusiones que se siguen de este expe-
rimento se referirén solo a cerdos de esa edad. S8Se puede aumentar
la amplitud haciendo experimentos con cerdos de varias edades. A

medida que aumenta la amplitud, las conclusiones son mejores.

Nimero de repeticiones

La experiencia ha demostrado que difficilmente se consiguen resul-
tados satisfactorios con ensayos que tienen menos de 20 unidades expe~
rimentales. Este es el nfimero que se toma en general como minimo para
experimentacién agricola o szootécnica. Asi, si un experimento consta
de dos tratalientps‘por lo menos debe tener unas 10 repeticiones cada

uno.



Otra advertencia @til que debe tenerse en cuenta es que el expe-
rimento por lo menos debe tener 10 GL para el error.
Estas dos restricciones en la préctica muchas veces no se cum-

plen (experimento de Fisica, Quimica, Laboratorio).

Determinacién del nfimero necesario de repeticiones

Antes de aplicar cualquier férmula matemitica para calcular ol
nfmero de repeticiones requerido en un experimento, se necesita resol-
ver dos dificultades de orden préctico.

.le Estimar la variabilidad debida a error experimental, que po-
siblemente se va a presentar en el experimento. Esto se
puede conseguir mediante el anflisis de experimentos previos.

2. El grado de precisiém que se requiere en los resultados. Una
forma de fijar la precisién deseada es contestando la siguien
te pregunta: Cudl es la diferencia real entre dos tratamien-
tos_(cr) que se quieren detectar en el experimento?

d =My =My

La escogencia de cf depende hasta cierto punto. del juicio perso-
.nal del investigador. Hay, sin embargo, ciertas consideraciones que
son de gran ayuda en la determinacién de ¢f a saber:

l. El cosﬁo de los tratamientos. En experimentos planeados com
un sentido econémico, la cf debe ser mayor que el costo‘difo-
rencial de los tratamientos.

2. El nlimero de otros tratamientos promisorios que se van a en-
sayar o se pueden ensayar. No vale la pena hacer un expogi-

mento muy grande para detectar una cf muy pequefia, si eso
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implica que f@ltaran recursos para otros experimentos en los
cuales se espera que hayan algunos J grandes. Coechran-Cox
dan la siguiente férmula para calcular el nfimero de repeti-

ciones.

rz 2(%) (tootr)

¥ = nfimero de repeticiones en el experimento

donde:

6 = desviacién estandar verdadera del error experimental

¢f = daiferencia, mfnima verdadera que se quiere detectar

1 = t de Student

o = nivel de probabilidad al que se hace la prueba

{ = probabilidad de obtener un resultado significativo, si la ver-
dadera diferencia fuera igual ac/ (Y se refiere a una cola de
la distribucién de t).

Como o< es la probabilidad de cometer un error se escogen valores
pequefios de o8 (generalmente 0,10, 0.05, 0.01); ¥ es la 'probabil:l.dad
de tener un acierto por lo que se escogen valorc‘s de ¥ alto (f = 0,50,
0,70, 0.80). |

La férmula a.nt.:erior hay que resolverla por aproximaciones sucesi-
~vas por el hecho de que los grados de libertad de t son del error del
futuro experimento, que dependen en parte de r (también depende del
disefio y del nimero de tratamientos).

La t de Student (de una cola) para una probabilidad de 0.50 es
igual a O, De ah{ tenemos para ¥ = 0.50,la anterior férmula se
simplifica en:

rz (@) te
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Un ejemplo préctico aclarara el concepto, si tenemos un experimen
to en bloques al azar con cinco tratamientos con los datos siguientes:

J =2 fanegas de café

6 = 1.6
OG:0.0S’ ¥ = 80% = 0,80
1.6 2
rz 2(—=— ) (¢, 0.5 * to. “800"

la ecuacién se resuelve por tanteo para varios valores de r
Gl. erroy = (5 - 1) (r - 1)
as{ Gl. 4, 5, 6, —===n
Gl. 11 = 4 x (11-1) = &40
t0.05 = 2.02 tabla de dos colas

t0.80 = 0.851 tabla de una cola

z (%;_—6)2 (2,02 + 0.851)° = 10.6

r=11

Debido a que es dificil escoger el valor de J que se ha de

sustituir en la férmula, es més préctico despejar:

2 6 Lk
J’———\l—ri—

Y calcular para varios valores de r las correspondientes cf

e jemplo.
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GL error ng—t‘s- =d fanegas

Nr N2 6t Nr
2 1.4142 1.6 2.776 4 L 4
3 " " 2.306 8 3.02
4 " " 2.179 12 2.46
5 " " 2120 16 2.14
6 " " 2,086 20 1.93
? " " 2,064 24 1.76
8 " " 2.048 28 1.64
9 " " 2.037 32 1.54
10 " " 2,030 36 1.45
11 " " 20,021 40 1.38
12 " " 2,014 Ly 1.32

El despeje de J también se puede hacer facilmente con la férmula
dada por Cochran y Cox.

Hay otros dos puntos que hay que tener en cuenta al calcular r:
a) En los experimentos factoriales puede existir 1o que se llama re-
peticién oculta (hidden replication) lo que trae una reduccién en el
nfmero de repeticién. Por ejemplo, un 2“ de NPKB donde la interac~
¢ién de 3 orden es depreciable si r = 8; el nfimero de repeticién
real que se necesita es = -%— = 2 bloques, en factoriales grandes se
puede poner una sola repeticiénm.

b) Una solucién interesante y reciente del proé}ema. puede ser

obtenida por el uso de la prueba de Tukey (como veremos més adelante),




-1k -

para esto se necesita conoocer lo siguiente:

= desviacién estandar del experimento previo

n = GL del ensaye previo en condiciones andlogas

dJ = dif@rencia que se quiere detectar

q = amplitud total estudentizada (studentized range) para el
experimento que se va a hacer.

F = valor tabular al nivel Oc con GL n, (GL del nuevo expe-

rimento)y n, estd dado por la férmula®

2
qa sg F
rETge

Este nimero de repeticiones nos garantiza una probabilidad oc de
que el ensayo no compruebe la diferencia y una probabilidad de 1 -oC
de que sea comprobada estad{stieamente por la prueba de Tukey.

Como los valores de q Y F dependen de r los valores serian obte-
nidos por tanteos y aproximacién sucesiva.

Ejemplo: Un experimento com cimco variedades de cafia de azicar, que
en el ensayo anterior tenia s, = 7.4 t./ha. con n, = 60. Se comsidera
que ¢l experimento a conducir debe detectar una diferencia de produe-
¢ién de 15 t./ha. o més. El ensayo se conducird em bloques al azar;

variedad; 5-1 = 4 GL y n, = 16 = (5-1) (5-1); al 5% la tabla de q =

1l

4,34, F (con n, = 16 y n, = 60 GL) = 1.81 luego

2

2 2
r = L4e32) (Z.u) (1.81) _ 5.3 repeticiones

15

El nimero de repeticiones a usar estd& entre el nfimero usado ini-
cialmente (5) y el obtenido 8.3.

S8i tenemos r = 7; q = 4,17 y F = 1.70
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2 2
r = (4.17) (goh’) (1‘70) a 7.2 repeticiones

15

El nfimero de repeticiones debe ser de siete. Con este niimere a
la probabilidad del 95% se puede detectar uma diferencia de 15 t./ha.

Una solucién interesante se obtiene también cuando se conocse el
CV (coeficiente de variaciém) y la </ (diferencia en porcentaje).

2 (cv)? F
2

r =

Sorteo '"Randomiszation"

Existen varios métodos para distribuir los tratamientos al asar
en las unidades experimentales (parcelas).

Fisher ( (1937) "The desing of Experiment") expone umn método
que consiste en tomar un mazo de tarjetas numeradas de 1 a 100, las
que se disponen al asar barajéndolas repetidas veces. 8i 20 es el
nfmero de tratamientes a ensayarse con cinco repeticiones, se las nu-
mera del 1 al 20, luego se extrae una tarjeta del mazo; el nfmero de
la tarjeta extrafida se divide entre 20, el residuo de la divisién eo~
rresponde al tratamiento a sembrarse en la primera parcela. Ejemplo,
si la primera tarjeta extrafida fuera 33; %% = 1 mids resfiduo 13; el
tratamiento 13 ird en la primera parcela; si la tarjeta fuera 40 el
residuo es 0. Se tomardn 20 y as{ sucesivamente hasta completar la
primera repeticiém, luego se baraja el mazo y se procede de la misma
manera para el siguiente caso.

En este caso tenemos r = 5 y nfimero de tratamiento = ZOJentonco-

100 ¢s un niimero exactamente divisible por 20 y cada uno de los
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tratamientos se halla representado cinco veces en el mazo.

81 el nfimero de tratamiento fuera 19, con c¢inco repeticiones se
usardn 95 cartas excluyendo el resto.

Otro método de hacer los sorteos es por nedio de las tablas de
niimero al asar de Tippett (1927) o de Fisher y Yates "Statistical
Technique for Biological, Agricultural and Medical Research'", en esas
tablas se puede iniciar en cualquier punto escogido al azar "Random
.start" y seguir en cualquier sentido.

8i por ejemplo tenemos 30 macetas en las cuales queremos distri-
buir al azar dos tratamientos, se numeran las macetas del 1 al 30, ¥y
del 1 al 15 se aplica ¢l tratamiento A; del 16 al 30 el tratamiento B.
Como esto se hace al azar cada tratamiento tiene igual opértnnidad de
c#or en cualquier parte o dicho de otro modo, toda maceta tiene igual
oportunidad de recibir cualquier tratamiento.

Si hacemos el sorteo en la tabla del nimero al azar que tieme co-
mo principio, que todos los nfimeros de un digito tienen igual probabi-
lidad de salir; lo mismo los nfimeros de &os digitos de 01, 02 - - - 98,
99 tienen igual probabilidad de salir. Todos los ﬁﬁnoros de tres

digitos tienen igual probabilidad de salir, etc.

Para distribucién al azar con 30 macetas (tomaremos en la tabla
los valores)de Ol hasta 90,

Ol = 31 = 61 = tratamiento n2 1
02 = 32 = 62 = " nQ 2

30 = 60 = 90 = " nQ 30
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También pueden emplearse las tablas que dan Cochran y Cox "Tables

of random permutations".,

Tamafio y forma de la parcela

Para cultivos anuales podemos considerar normalmente dos tamafios
de barcelas. La pequefia parcela de almécigo-pafavcultivo‘a mano y~1g“
' grande .para cultivo a méquina. En'algunos.casos esté distinciénfes.
arbitraria. | | .

De manefa genéral ng;esitamos parcelg'grande.puandb eétudiamos
efecto de insec%iéidg o;fungicidé en coﬁdicionea de'camea E# elrﬁg-
8o de insectos, el control se egtudia en un &rga pequefia en el ceniroﬂ
de la grande, para evitar 1avmigrac16n de insectos.de laa.par§e1a3~‘
cercanas, por efectos del tratgmiento adiciénadd;

Respecto a la forma de la parcela, puede deci;sqbque'lgjlitgrae
tura cifa a la forma reétangular, como mejor que la cuadradé, pe§Q no
siempre es mejor. Es claro,'qug'si‘no se conoce ;a’tgndeﬁéié'dé la
fertilidad, deberia preferirée 1é‘rectangu1ar.. | -

En‘experimentd de irrigacidn es més f&cil_irfigar parcelas -
grandes que pequeflas,

Federer resume los factores que afectan el tam#ﬁo,defia parceia
de la siguiente manera; |

1. Considéraciones préct;cas'tales como‘facilidadés y eﬁﬁiﬁo |

con que se cuenta, material experimental y terreno,flimita-
ciones ﬁe la mano de obra a pesarse.' o \

2. Naturaleza del material experimental.



- 18 -

3. Namero de tratamientos por bloque o bloques incompletos. A
mayor niumero de tratamiento por bloque correspondera una
parcela de menor tamafio, para evitar que el bloque incluya
un Area méAs heterogénea. |

L, Variabilidad entre individuo o unidad de muestreo dentro de
la unidad experimental, La magnitud de la variabilidad tie-
ne mucho que ver con el tamafio dptimo de la parcela.

5. Costo.

La orientacidén de la parcela tiene mucho que ver también, para

juzgar si una forma es mejor que otra.

Hay casos en que se tiene necesidad de usar bordes; en estos ca-

s0os las parcelas cuadradas desperdician menor cantidad de material

experimental (bordes).

Métodos usualmente seguidos para determinar el tamafio y la forma

optima de la parcela

1) Maxima Curvatura de CV., Posiblemente este es el método

més generalizado que consiste en calcular el CV para cada tamafio de
parcela y plotear los valores obtenidos en un sistema de ejes coor-
denados, donde: el eje de la abcisa lleva los distintos tamafios de
parcelas y la ordenada los CV, luego se unen los puntos y se obtiene
una curva. Dicha curva presenta un punto de inflexidn que correspon-
de a la MAxima Curvatura y ese punto se considera como el mejor tama-

fio de parcela.
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la parcela

En este ejemplo el mejor tamafio estaria entre cuatro y cinco
plantas.

Este método fue objetado por Smith, quien anotd que la Méxima
Curvatura_depende de la escala de coordenadas.

2) Método de Keller. Este consiste en determinar el cuadrado

medio de error para cada tamafio de parcela, luego se calcuia el pro-
ducto del cuadrado medio de error por.el nimero de unidades que com-
ponen las parcelas. El producto que de menor valor se considera como
optimo por contrarrestar mejor la variabilidad. Generalmente la par-
cela unidad da el menor producto, pero considerando ciertos factores
de orden préctico resulta que la parcela unidad no es la mis recomen-
dada. De ahi que sé toma como éptimo, aquel de mayor numero de uni-

dades cuyo producto haya crecido en menor proporcién.

3) Método de Smith, " Smith demostrd empiricamente la relacién
que existe entre el tamafio de la parcela y el cﬁadrado medio del

error y expuso esta relacidén con la sigulente ecudcidn.
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Vx = -% o Log Vx =LogV=-blgXo
X Log Vx =1g V + b colg X
donde:
VX = CM error de la parcela de n unidades
\') = CM error de la parcela de 1 unidad
b = Coeficiente de regresidén que indica la relacidén entre

unidades adyacentes.

Ademés Smith presenta una f6rmu1a para estimar el costo del ex-

perimento.
_ bK
1 -bK,
K1 = Costo proporcional al nimero de parcelas por tratamiento en en-

sayos previos.

Costo proporcional al &rea total en ensayos previos.

el
n
n

ANALISIS DE VARIANCIA

El andlisis de variancia desarrollado por R. A. Fisher en 1923,
facilita el analisis e interpretacidén de los datos obtenidos de las
pruebas de campo, invernadero y laboratorio en investigaciones agricg
las y bioldgicas, también su uso se ha extendido a las ciencias so-

ciales, fisicas, ingenieria e industria, etc.

Propbsito del anadlisis de variancia

l. Estimar correctamente ciertas diferencias entre tratamien-
tos. Vale decir que la diferencia entre la estimacidén y el

valor verdadero debe tener una variancia tan pequefia como
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sea posible.

2. Obtener algunas ideas de la precisidn de las estimaciones,
calculando los errores estandares, limites d; confianza,
etc. Las estimaciones deben estar libres de inclinaciones
viciadas (bias). ’

3. Efectuar las pruebas de significancia. Las més usadas son

las pruebas de F y de "t" de la hipotesis de nulidad.

Modelo matematico

Todos los andlisis de variancia de un experimento, presuponen un
modelo matemltico y ciertas hipdtesis bésicas. Si el experimento

estéd diseflado en bloques al azar, el modelo matemAtico es el que si-

gue:
‘hj:: M+ Ti P €y
El valor Yij observado en la unidad experimental que recibid un
tratamiento i en el bloque j; M es el promedio general, ’l;i es el efec
to del tratamiento i. Bj mide el efecto del bloque jJ y’iij es la

parte de variaciindebida a factores no controlados.

Las presunciones bésicas del andlisis de variancia son:

l. Que los diversos efectos son aditivos como se ve en el mode-
lo y no multiplicativo, por ejemplo, como seria el caso de
vij = MxTi x Bj x €43,

2. Que los errores &ij son independientes (no correlacionados).

3, Que los Eij tienen todos una misma variancia

b, Que los £ij tienen distribucidén normal.
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Estas presunciones son muy restrictivas, pero en general no tie-
nen mucha importancia que se verifiquen solo aproximadamente. La
prueba de significancia (sea con t o F) no se altera mucho si una
distribucidédn fuera apenas aproximadamente normal.

Tal vez tiene mayor importancia la aditividad, pero en general
se verifica. Si no se verificara nos obligaria a hacer transforma-
ciones de las variables,aplicando por ejemplo logaritmos. El uso de
las transformaciones también pe;mite en general saldar las dificulta-
des que surgen cuando la distribucidn de los errores se aparta mucho
de la normalidad. Si ellos tuvieron distribucidén binomial, por ejem-

plo usariamos una transformacidn.

Zij = arc sen \[yij = sen -1 yij

si tuviera una distribucidén de Poissom usariamos una transformacidn

Zij = \inj
o cuando los valores de ylj son muy bajos es preferible usar

245 = \[vi5 + 3

Prueba de una hipdtesis estadistica

El andlisis de variancia es un procedimiento estadistico que
ayuda en la interpretacidén de los datos, pero en si mismo no es un
resumen del experimento. La interpretacién deberd incluir un examen
cuidadoso de los promedios para hacer una inferencia apropiada. Al
hacer una inferencia estadistica debe tenerse en cuenta que el prome-

dio observado representa al valor de la poblacidn.
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Un "test" de significancia es un procedimient§ para determinar
si cierta cantidad que estd sujeta a fluctuaciones al azar, difiere
de un valor tedrico por una. cantidad mayor que lo explicado por una
variacién al azar solamente. En un "test" de significancia el inves-
tiéador debe decidir 5obre el-nivel de siénifieancia'aprqpiado para
inferir acerca de los datos (por ejemplo P 0.05). Tal nivel indica
la probabilidad de concluir erroneamente acercaide la hip6tesié nula.

Los errores de agéptar o rechazar una hipbtesis hula, sg"cléqif

fican en dos grupos.

Error Tipo I. COnsisté en rechazar la hipbétesis nula siendo

ella verdadera.

Error Tipo II. ‘Conaiste én aceptar la hipdtesis nula siendo
ella falsa. |

La probabilidad de cometer Error Tipo I estd bajo el control del
investigador y se determina por el nivel de significancia especifica-
da para la prueba de lﬁ'hipéfesis nula.

La probabilidad de cometer un Error Tipo II sin embargo no puede
ser fijado precisamente a menos'que una h1p6te§is alternativa pueda
ser especificada. Lg frecuencia eon que ocurre el error Tipo II de-
pende de varios factores, principalmente de cual es la precisidn con
que las constantes estadisticas se calculan. Es obvio que un disefio
apropiado y suficiente nimero de repeticiones podrén minimizar la f:g
babilidad de cometer Errof Tipo I y II. Aumentando la precisién de
un experimento disminuye el riesgo deicometer ambos'tipos de errorés,

pero particularmente el del Tipo II.
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Test de F o v

La prueba basica para el andlisis de variancia es la prueba "g"
de R. A. Fisher. El Prof. Fisher tabuldé la distribucidén en la forma
Z= lge \'F . Fisher y Yates denominaron F a la razén de la varian

cia (cuadrados medios de tratamiento). Hoy dia la prueba de "I" esth
cuadrado medio de error

sustituida por su equivalente "F" de (G. Snedecor, quien la denomind
asi en honor al Prof. Fisher). La prueba "Vv" de F., G. Brieger que
compara la desviacidén estandar del tratamiento con la desviacidn es-

tandar del error.

Formulas:
2 = lge \l F
s2
1
F = >
8
]

A\ Bl o \l=\lF

Todas las tablas de F publicadas hasta el presente, fueron he-
chas suponiendo que si 7rézde ahi que los valores tabulares de F son
mayores que l; para \/ hay tablas > 4 y ¢ 1.

Ejemplo:

FV 6L  SC M (s2) &

Tratamientos 3 32.64 10.88 3.30
Error 20 28.80 144 1.20

Total 23  61.44
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Estableciendo la I-Io =”A = HB = pC =MD ¥y que CM de la varian-

cia 6&2 es igual al CM del error.

1,20 ~

r - 0.8 _ ekt F tabular (0.01) = 494
= TI1.4E T * con 3 y 20 GL
v = 2230 _ o ostt { v tabular (0.01) = 2,22

con 3 y 20 GL
El valor de v se consigue en la tabla de limite unilateral.
Cuando los valores de v son /£ 1 debe buscarse en la tabla de

limite bilateral.

Anflisis funcional de la variancia

El anflisis funcional de la variancia se refiere a la prueba de
significancia de las comparaciones individuales o de grupos de trata-
mientos. Estas comparaciones se pueden probar dividiendo los grados
de libertad, para efecto de tratamientos en GL simples. Asi mismo
hacer las divisiones @n sus correspondientes sumas de cuadrados.

Es digno destacar que la responsabilidad para decidir sobre las
comparaciones hpropiadas a hacer, es mis del investigador que del
estadistico, puesto que eso depemtie de la pregunta o preguntas a ser
contestadas en el experimento.

El investigador generalmente esti interesado en hacer dos tipos
de comparaciones.

l. Comparaciones de clases

2. Comparhciones de tendencias

Comparaciones de clases

Las comparaciones de clases comprenden diferentes tipos de vwa-

riables asignadas a las clases, segin su naturaleza o el efecto que
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- produce. Las comparaciones a ser probadas deberan ser planeadas como
parte del experimento.

ICuando dos o mis comparaciones establecidas van a ser simulta-
neamente comparadas es deseable que cada una de ellas sean indepen-
dientes de las otras (ortogonal) asi los componentes correspondientes
en el andlisis de variancia van a ser también independientes. Es
posible la divisién de la suma de cuadrados en muchas diferentes se-
ries ortogonales.

Las comparaciones no ortogonales o no indeéondientes tienden a
estar afectadas por cada uno de los otros y la separacién de sus eo-
rrespondientes componentes en el anélisis resultan en probabilidades

ambiguas respecto a la interpretacién de los datos.

Comparaciones ortogonales

1) Tratamiento con igual nimero de repeticiones
Una funcién lineal de los totales de tratamientos (Ti) es (2) 2 =

11 T1 +1, T2 + l3 T3 ¢ - 1k T . 8i se cumple la condicién de:

1, +1, +1, + ==1 =0 (St 1i = 0) o sea que la suma de los coefi-
1 2 3 k A=A
cientes es igual a cero (0) Z se llama un contraste. Los 1li son

ciertos coeficientes que uno escoge exprofeso segin los tratamientos
que desea comparar.

Regla 1 - 81 Z es un contraste entre los totales de tratamiento
za
2 2

r(l1 + 12

drados de tratamientos y tiene un grado de libertad.

la cantidad

- > es un componente de la suma de cua-
- - lk)

Regla 2 - Dos contrastes Z y 2' son ortogonales si la suma de
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producto de los coeficientes (Zlixii) es igual a cero por é;jenplot

Zx1, T +1,T,4-=--=-1T

).\ ) »
2 = 11 T + 12 TZ R 1k !k

1. x1 +1.x1. ¢+ ===1 x121

11 +1,x1; kXl =0

Regla 3 - 81 los contrastes zhzz, 23 - - - zk-l son mutuamente
ortogonales, la 8C de tratamientos puede dividirse en:
2 2 2

Z, 3% Zy 1

—— e = - - & donde los D son los denominadores
D D D
1 2 k-1 n
D= (rzl{)
A=a

2) Regla para diferentes nfimeros de repeticiones de los tratamieatos

2=21xT) +1, T, +1; T3 +==-=-1 T Zes una fnncién li-
neal de los totales de tratamientos y recibe el nombre de contraste
sl se cumple la condicién de:

Ty 11 + T, 12 + r3 13 te-=-4r, 1k = 0
2
Regla 4 - La cantidad 5 3 > ~3 es un componente de
ry 1™+ r, 12 + T, lk
la SC de tratamientos y tiene un grado de libertad.

]
Regla 5.- Dos contrastes Z2 y & son ortogonales si se cumple la

condicién:
] ] (]
ry 11 11 + T, 12 12 M 1k lk a‘F
donde ri son los nimeros de repeticiones y 1li los coeficientes.
Regla 6 - Similar a la tercera regla para igual niimero de repeti-
ciones. |

Regla 7 - 81 Kk tratamientos tiene el mismo nimero de repeticio-

nes (r). El error estandar de la funcién lineal de los tratamientos.
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2= l1 Il . 12 Ia A I 1k !k de los promedios los trata-
mientos es \[ 8 12,12 ,12, . .,12)
ento Bz = T 1 2 3 k

donde 32 = CM error.

Regla 8 - 8i el tratamiento i tiene ri repeticiones, el error

estandar es igual 12 12 12
2, "1 2 k

8z = B (Tt 2 4 - - e )
1l 2 k

Ejemplos de comparacienes ortogonales
Ejemplo 1 - Un experimento planeado en un disefio de bloques al

azar con cinco repeticiones en que se quiere comparar el efecto de
diferentes fuentes de fertilisantes nitrogenados en el aumento del
rendimiento de un cultivo.
Las fuentes son: 1. (NE#)ZSO“
2. (NH,) NO,

3. Urea

k., Teastigo

Procedimiento

1) 8e hace un anélisis bésico de variancia.

FV QL
Repeticiones 4
Fuentesde Nl 3
Error 12
Total

l - Incluye al testigo
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2) Podemos descomponer los GL de fuentes de N y la suma de

cuadrados del mismo, en tres componentes.

Fuentes de N

Comparaciéa
N, Urea (N34)2804 (Nn,‘)no3 g
C, = Presencia de N vs ausencia de N +3 -1 =1 -1 Zi
C, =N orgénico vs N Inorgénico 0 <2 -1 -1 z,
63 = (Nﬂu)ZBOu vs (Nﬁu)N03 0 0 +1 -; 23
z; z
8C) = 2 2 2 2, 2
r(11+12+13¢---+1n) rih
=1
2
SCZ = ZZ
ryi?
zZ
SC; = ---2-5-
relt

3) Finalmente con los componentes calculados se hace la tabla

final de variancia.

Forma Funcional

FV GL
Repeticiones 4
Fuente de N 3
Presencia de N vs ausencia de N 1
N orgénico vs N Inorganico 1l
(NH,),80, vs (NH,)NO, 1

Error 12

Total 19
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El ejemplo 1 podemos expresarlo numéricamente ea la forma si-

guiente. Considerando que los datos son de rendimiento de paste por

parcelas, que estidn dados en kilogramos.

Repeticiones
Tratamientos
I 11 Il Iv v Total
T 3 & 2 & 16
(NH“)NOB 5 6 8 4 10 36
(NH4)2804 6 5 ? 6 5 29
Urea 8 9 10 10 12 &9
22 2k 27 26 31 130
FC yﬁ 84s
8C total = 988 - FC = 1‘1'3
SC tratamiento = —“'51-9-“— = FC = 959 - FC = 114
SC repeticiones = -}-%- - FC = 11
Error = 18
Forma bésica
FV QL 8C CM r
Repeticiones & 11 2475 1.83
Tratamientos 3 114 38.00 25.33
Error 12 18 1.50

Total 19 143
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Ahora vamos a descomponer la suma de cuadrados de tratamientos en

tres contrastes, aplicando las reglas antes mencionadas.

(Tl) (TZ) (13) (Tk)
Testigo Hﬂullo3 (nn“)zsou Urea
16 36 29 49 2 2° Divisores
Testigo vs (81)
Tratados +3 -1 -1 -1 =66 4356 5x12 = 60
Inorganieo (zz)
vs Orgiémico 0 +1 +l -2 =33 1089 5x 6 = 30
(23)
NO3 vs 80, (o] +1 e 0 +7? 49 5x 2 = 20

Estos contrastes son mutuamente ortogomales porque se cumplea

las condiciones siguientes:

Condicién 1 Condicidén 2

(]
[}

e 7,3 1li = 0 clx02=3x0+2(-1)+1(-1)+(1xa)=o
|

en 2,3 11 =0 , Clx03=310+(-111)+(-lx-l)+(-ZxO)-0
|

en 23: 11 = 0 : 02 x 03 = 0x0+(1 x1)+(1 x=-1) + (=2x0) =0

Y las tres sumas de cuadrados siguientes son componentes de la SC de
tratamientos.

2

gi."z.Gb?}

8C D

1

z2

2
802 a—n = 36.3 '}-'36

zZ

— S
303 nsh.9 <5
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Asi podemos comprobar que

SC Tratamiento = scl + SC2 + 803
114 = 73 4+ 3 + 5
114 o= 114

Hay otros procedimientos para déscomponer la SC de tratamientos

en componentes individuales, asi como el siguiente que es un método

directo.
& | 2 2
o1 (36_+ 29 + 49) _ 1300 _ '

scy = =+ 2 - FCy = 51.2 + 866.4 - -% = 72.6.

2 2 2
. _ (36+29)° L9 _ _ (114)°_
ch = 10 + 5 - FC2 = 422,5 + 480.,2 = 902.7 - —Tg = 26.;
sC -M-m—sa»,zga 652"

3775 3% 250 22 = 4
Forma funcional

FV v GL SC CM F
Repeticiones 4 11 2.75  .1.83 Ns
Tratamientos 3 114 28 25.33 &k
Ausencia de N vs presencié de N 1 73 73 48,67 &k
N orgénico vs N inorgénico 1 36 36 24,00 *%
S0, vs NO, ' 1 5 . | 5 3.33 NS
Error 12 18 1.50

Total 19 143
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Ejemplo 2

Un método ligeramente diferénée de la divisién de lqs grados de
libertad es util en experimentos fagﬁoriales. Si por ejemplo se en-
sayan dos vermicidas i dos concehtfdéiones Yy su efectividad para com
batir vermés: |

Caracteristica del eﬁsayo

Vermicida = 2 AyB

Dosis =2

a.'l’ a2 Y b19b2
10 animales por niveles

Total animales = 40

Repeticibdn
Tratamiento I II III IV -V VI VII VIII IX X
d T Y92 - - - o - o 2 Yr=rT
A o | 1 1
dz ¥ - - - = - .- = - Ir=T,
a , - - - - - - EE S
B
R R R L
Ykl Yka ‘ - Ykr

Plan basico de anélisis

FV GL

Tratamiento 3

Error 36

Total 39
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Comparaciones entre Tratamientos

Vermicida A Vermicida B 2
dl d2 dl dz
Cl = Entre vermicida -1 -1 +1 +1 Zi
C2 = Entre dosis -1 +1 -1 +1 2,
63 = Interaccién . +1 -1 -1 +1 23
Ejemplo 3

Si por ejemplo se estudia la accibén de seis fungicidas en c¢cinco
repeticiones. Tres de ellos son compuesto cupricos y tres azufre. El

andlisis puede hacerse de la siguiente manera:

Forma bésica

b a') QL
Repeticiones 4
Fungicidas 5
Error 20
Total 29

Forma funcional

FV ! QL
Repeticiones b
Fungicida S
a) Entre grupos 1
b) Dentro de grupos b
i Entre cu 2

Entre S [2
krror 20

Total 29
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Ejemplo 4

8i desea conocer la concentracién de Fe en una solucién por 10
analistas diferentes, cinco mujeres y cinco hombres, cada uno hace
cinco determinaciones de la solucién Fe. El modele de andlisis a

seguir podria ser como sigue:

Forma bésica

v GL
Entre analista 9
Entre muestras 40

Forma funcional

¥V QL
Entre analista 9
(a) hombre vs mujer {1
(b) dentro de grupos 8
(1) entre hombres i#
(ii) entre mujeres b
Entre muestras ko
Total b9

Ejemplo 5
8e quiere probar o comparar la eficiencia de cuatro tipos de

ordefladoras mecdnicas. Las repeticiones son representadas por los

dias en que la prueba se repite con el grupo de cuatrg miquinas.
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Miquina A - corriente
" B < modelo experimental desarrollade para reemplagzar a A
" C - modelo experimental desarrollado para reemplazar a
" D - modelo experimental desarrollado para reemplazar a

Ordoln&orns
A B c D ’ Z
Cl = A v8 otras +3 . =l -1 -1 Zl
C2 = ByCwvaD (o) +1 +1 -2A ZZ
. C3 = Bvs C . (o) +1 -1 0 23

Comparaciones no ortogonales

Frecuentemente es deseable disefiar un experimento para hacer
ciertas comparaciones que no sean ortogonales. En tales situaciones
la probabilidad establecida en ¢l nivel de significancia (P0.0l
P0.05) no es exactamente disernible. En estas situaciones debe ha-
cerse una interpretacién cuidadosa de los datos.

Debido a la naturaleza no ortogonal de estos tipos de anflisis,
la suma de cuadrado de las comparaciones individuales sumada no son
iguales a la suma de cuadrados de tratamientos de la forma bésica.
Es decir que no se cumple el teor§na de la aditividad.

Ejemplo 1. (Nutricién)

Se trata de la ganancia diaria de peso de oveja, alimentada con
cuatro raciones diferentes. La racién una es una racién estandar

de proteina que es lo que se quiere comparar con las tres restantes.
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La comparacién (no ortogonal) de cada racién con el testigo pedria

ser simbélicamente representada como sigue:

Raciones
Comparacién 2
1 2 3 4
Cl =1 ve 2 +1 -1 0 0 zl
402 =1 vse 3 +1 0 -1 (o] Zz
= - 2
03 1l vse & +1 (4] 0 1 3

Del presente cuadro vemos que la suma de los coeficientes de
cada una de las comparaciones es igual a cero, pero la suma de pro-
ductos en cada par de comparaciones es mayor que cero. Ejemplos

C; x Cy = (41) + (+41) + (<1) (0) + (0) (-1) + (0) (0) =1

Esto nos indica que estas comparaciones no son independieantes o
sea no ortogonales, pero éllas dan la respuesta a las preguntas para
cuyo propésito el experimeanto fue disefiado.

Otro ejemplos Se estudia la evolucién del CO2 proveniente de
hongos del suelo y se incorporaron ciertos aditivos en el sustrato
sobre el cual crecen.

Los tratamientos son:

1l - testigo

2 = harina de alfalfa

3 = harina de tusa de maiz

4 - harina de tusa de mafz + M8 80,
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Tratamiento
Comparacién
1 2 3 & Z
C,=1vs2 < S S 0 3,
C2 =2 vae 3 o +1 -1 (o} zz
03 =3 ve bk (0] 0 +1 -1 23

Comparaciones de tendencias

Es muy ffocuente que el investigador esté interesado en estudiar
una variable a varios niveles, tales como niveles de tdhporatura,
concentraciones de productos quimicos, niveles de alimento em uma ra-
¢ién, niveles de un nutrimento aplicado al suelo; en tales éasol el
investigador estaria intéresado en la naturaleza de la tendencia de
respuesta, a la variacién de niveles. La tendencia de la respuesta
(variable dependiente) con el aumento de niveles (variable ind;pen-
diente) puede ser linear o curvilinear. Estimar la tendencia de la
relacién entre causa y efecto, s m&s importante conocer, que hacer
una prueba de significancia entre los promedios de las variables de-
pendientes, en muchos casos de la investigacidn.

Debe recordarse que como sea posible los niveles de las varia-
bles independientes deberianser igualmente espaciados o de igual in-
tervalo. Los espacios iguales son aplicables a la escala natural o
logaritmica o a algunas otras transformaciones simples. Ejemplo de

igual espaciamiento en escala natural y logaritmica.
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. Razén

Escala Niveles de la variable independiente (r)
Natural < 0, 2 k, 6, 8, 10, etc. 2
Logaritmica - 1, 2, &, 8, 16, 32, etc. 2

Un procedimiento fdcil seguido para estimar la tendencia de la
respuesta, es por medio del uso de los polimomios ortogonales. Este
procedimiento es especialmente vdlido si la tendencia deseada es de
grado superior al polinomio de segumdo grado (cuadrético).

En este método de andlisis de regresién por medio de polinomios
ortogonales, si la variable independiente estd igualmente espaciada
(sea en el tiempo o en el espacio) el método conveniente de ajuste de
la curva por polinomios ortogonales puede ser usado.

La ventaja del método de regresién por medio de polinomios orto-
gonales sobre el método usual de ajuste por polinomios no ortogonales
se desprende del hecho de que los polinomios ortogonales son conas-
trufdos en tal forma que cualquier término del polinomio es indepenm-
diente de cualquier otro. Esta propiedad de independencia permite la
comparacién de cada coeficiente de regresién independiente de los
otros y también facilita la prueba de significancia de cada uno de
ellos.

En la pr‘ctico. el método (&) es de uso corriente, por ser fdécil,
rdpido y expeditivo, si se desea la prueba de significancia de los
términos sucesivos. Este método requiere tener una tabla de los va-

lores de & (ver tabla de los coeficientes de polinomios ortogonales).
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Ejemplo 1. El experimento se refiere a abonamiento de maiz con

Pao5 a niveles de 0, 25, 50, 75, 100 kg./ha. de P2°5 llevado a cabo
en bloques al azar con cuatro repeticiones.
Repeticiofies 0 25 50 75 100 Total
I 3.38 7.15 10.07 9.55 9.1k 39.29
II 5.77 9.78 9.73 8.95 10.17 bk 40
III 490 9499  7.92  10.2k  9.75 42,80
Iv 4,54 10,10 9.48 8.66 9.50 42,28
Total 18.59  37.02  37.20  37.40  38.56  168.77
An#lisis preliminar
FV aL 8C cM F
Repeticién 3 2.73
Tratamiento 4 72,22 18.055 19.84%%
Error 12 10.92 0.910
Total 19 85.87

Ahora podemos descomponer los cuatro GL éel tratamiento en cua~
tro componentes: 12 - componente lineal o sea si la produccién es
funcién lineal de los niveles de P205; 22 - funcién cuadrdética; 32 -
funcién cibica y 4@ - funcién cuarta o bicuadrdtica. Haremos uso de

los coeficientes de polinomios ortogonales (de la tabla).
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Tratamientos
) »712
18.59 37.02 37.20 37.40 38,56 2 D ey
D
F. Lineal -2 -1 - 0 +1 +2 Lko.32 4x10 LO.64
F., Cuadratica +2 -1 =2 -1 +2 -34,52 Lx14 21,28
F. Cubica -1 +2 0 -2 +1 19.21 4x10 9.23

F. Cuarta +1 =4 - 46 -4 +1 -17.33 4x70 1,07

Anflisis completo

FV GL sC cM F
Repeticiones 3 2.73 0.910 1.00 NS -
Tratamiento L 72.22
F. Lineal 1 40,64 40.64 L4, 663%
F. Cuadrético 1 21.28 21.28 23, 38kk
F. Cibica 1 9.23 9.23 10.14%%
F. Cuarta 1 1.07 1.07 1.18 NS
Error 12 10,92 0.910
Total 19

Interpretacidén. Los cqmponentes de 192, 22 y 39 grado son sig-
nificativos. Para decir cual es la ecuacidn de regresidn que corres-
ponde a nuestros datos, tenemos que calcular los coeficientes de
cada una de las funciones que resultaron significativas, lo mismo que

en este intervalo haya algin componente no significativo,.
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3z _ Lko,32
F. Lineal - -Bl-ﬂ - 1»_:':'116 = 1.01
A

L:A
- l.’c 2
Fo Cuadrética - - B = = -00616
2 x 1
A 1 .21 -
F. Cibica - - By = i = 0.480

Luego calculamos la media de X, y de Y

'\]=.%YL=-1-5-§312=8.44
7.‘2%35_._2%& - 50

La ecuacidn de regresidn, corresponde a la forma

A -
Y-Y = 31M1P1+BZM2P2+B3M3P3

Donde Pl P2 - - P3 indican los polinomios dados por la tabla, Ml MZ

- - M3 son valores constantes también de la tabla; entonces tenemos

A
Y - 8.4 = 1,01 x 1 x P, - 0.616 x 1 x P, + 0.480 (*/6) P,

1 2

Donde ¢ Pl =X

2 -1
Py =X - = X" -2

2
_ n- - _wJ 1
—)8-2—5-7—()()—)( -lsx

81 tuviéramos PoyP usariamos:

5

4 2 _ 4 3(n° - 1) (2 - 9)
Py = X'- g ()« ZR—gpe
2 4 2
-x5.._L(n_1§_Zl(x3)+1sn = 230 n° + 407 (y

1,008

b
wm
§

nimero de niveles.

=
]
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Entonces,

Y = 8.4k + 1,01X = 0.616 ()€ - 2) + 0.400 (¥ - l%x )
n .
Y

9.672 - 0.350X - 0.616 X2 + 0.400 X°
La variable auxiliar Y estéd dada por la ecuacidn
X = X=X
q
Donde q es el intervalo o sea espacio de dosis a dosis)en nues-

tro caso q = 25

_X-5 __x_ _
X=—">35 =25 2

Luego reemplazando en la férmula tenemos

N

2
N = 9.672 - 0.350 (22 )-0616(x’2)+ouoo(x'2)
Por simplificacién nos da la ecuacidén polinomial siguiente

A
N = 4,708 + 0.277 X -0.004831[2 + 0.0000256X3

Regresidén polinomial aplicado a datos sin repeticidn

En muchos experimentos no hay posibilidad de recoger con repeti-
ciones los datos: por ejemplo datos meteoroldgicos de una determinada
localidad.

Si desean analizar estos datos sin posibilidad de una estimacién
correcta del error. Esto se puede hacer con justificacidn aceptable
utilizando como residuo el cuadrado medio de la desviacién de regre-
sidn.

Por ejemplo tenemos datos de temperatura media en varios afios.
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Afios Temperatura
(x) (y)
1941 24,5
1942 22,0
1943 25.8
1944 2t 4
1945 24,6
1946 2k,0
1947 23.0
1948 26.1
1949 25.7
1950 25.5
1951 24,5
1952 25.5
1953 25.0
1954 27.3
1955 25.7
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Podemos plantear el siguiente anélisis.

Temperatura A Afios

o g e g oo
1 24,5 1 -7 +91
2 22.0 2 -6 +52
3 25.8 3 -5 +19
b 2k, 4 4 -k -8
5 24.6 5 3 -29
6 24.0 6 =2 44
7 23.0 7 -1 =53
8 26.1 8 0 -56
9 25.7 9 +1 =53

10 25.5 10 +2 44

11 24,5 11 +3 -29

12 25.5 12 +4 -8

13 25.0 13 +5 +19

14 27.3 14 +6 +52

15 25.7 15 7 +91

SC total (;1(2 - Fc) = 221210
SCF lineal = —}—:E*f— — 7.560
SCF cuadritica = —%2— — 0,076

PR
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FV aL sC cM F
Regresién lineal 1 7.560 7.560 7.05%
Regresidn cuadréitica 1 0.076 0.076 0.071 NS
Desviacidén de la regresién 12 15.874 1.073
Total 14 23,510

Esto nos indica que existe una relacién lineal entre afios y

temperatura. Ahora vamos a calcular los coeficientes respectivos.

s . _Za_ _ _46.0

ot

La ecuacidén de regresiones

A -

Y=Y + B1 x

A
Y

24,907 + 0.164 x

. X8
- 1

Y

Y = 23,595 + 0.164 X

280

24,907 + 0,164 (Xx-8)

0.164

Esto nos indica que 1la tenpgiétura media aumenta casi linealmen-

te a razbén de 0.0164 grados por afio.

PRUEBA DE COMPARACION MULTIPLE

El anflis{s de variancia (F - test) indica si existe o nd dife-

rencias significativas entre un grupo de promedios. Sin embargo una

no significancia no implica que los efectos verdaderos no existen.

De la misma manera un valor significativo de F no indica que un
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promedio "A" difiera significativamente de algin otro promedio.

En algunos experimentos no hay mucha razén de partir los grados

de libertad dentro de la clase o hacer comparaciones de tendencias,

pero el investigador puede estar interesado en conocer cual promedio

debe ser considerado diferente de otros.

Un gran nuimero de procedimientos ha sido desarrollado para pro-

bar la diferencia entre varios promedios. Se puede hacer una clasi-

ficacién en lo siguiente:

1. Pruebas de rango miltiples (multiple range tests)

a)

b)
c)
d)

Prueba de diferencia minima significativa o prueba de
"t" mhltiple. |

Prueba de Student - New man-Keuls.

Prueba de rangﬁ maltiple de Duncan.

Prueba de Tukey.

2. Pruebas miltiples de F (multiple F - tests)

a)
b)

Prueba de Scheffe basadas en contrastes.

Pruebas de comparaciones mialtiples de Duncan.

La prueba de diferencia minima significativa (least significant

difference) o llamada también prueba miltiple de "t" o "l.s.d.'test"

Esta prueba se usa cominmente para comparar cada uno de los

promedios con un tratamiento estandar., Este valor es igual a t0.05«x

\J 232 a veces se usa en vez de t0.05 el valor de t0.0l1, al valor
r

tlik! 282 se le llama a veces m.sd (most significant difference).
r
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La prueba de l.s.d. es apropiada si las comparaciones a hacer,
se seleccionan antes de llevar a cabo el experimento. El caso més
extremo es la comparacién del promedio més alto con el mls bajo
entre "v" tratamientos, en este caso Pearson y Hartley han demostra-
do que el error Tipo I de los v tratamientos no es 5% para v 2
sino es mayor. Se ha demostrado que el valor observado de "t" para
tres tratamientos excede al valor tabular al 5% cerca del 13% de ve-
ces; con seis tratamientos alrededor del 40%, con 10 cerca del 60% y
con 20 cerca del 90%. Asi que cuando el investigador piensa que esté
tomando t al 5% para tres tratamientos, realmente estid probando al
13% (ver ejemplo).

La magnitud del Error Tipo I de los tratamientos es igual a

1 - an(Q) donde an(Q) es igual a an(Q) = Pn(Q) + —%— aQ +<;%- b
(Q) donde Pn(Q), an(Q) y bn(Q) se obtienen de la tabla de Pearson y
Hartley. '
n = v = nimero de tratamientos
f = grado de libertad del error

Q= \2 . te,
Muy frecuentemente y especialmente con datos de animales, se
aplica la prueba de l.s8.d a la diferencia entre promedias que provie-
nen de nimeros desiguales de observaciones. En estos casos se puede

aplicar la foérmula

52 82
les.d. = t.05 - *
1 2
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Test de Student-Newman-Keuls

Cada una de las tres personas nombradas contribuyeron a crear

un procedimiento para la prueba de rango mGiltiple. Este método es

relativamente ficil de aplicar y consiste en:

1.

2.

5

2
Calcular el error estandar de promedio sX = %—

Escoger el nivel de significancia "°¢" (usualmente es P0.05
[} POQOI) .
Escoger el valor tabular (Studentized ranges) de Qs q3 --q,

segin el ntmero de tratamiento que se desea comparar.
Calcular el valor W's = qé x 8X; o sea Wn = q,c,,.s'i, wn-l =
%oq n-l.di etc.

Comparar el rango de n tratamientos Xn = fl con el valor cal
culado de Wn. Si fnJil es menor que Wn se suspende el proce
80 y se acepta que los promedios pertenecen a grupos no
diferentes., S8i Xn - ilj> Wn se subdividen los promedios en

dos grupos de n - 1 promedios cada uno de Xn a 32 y Xn-1 a

il y se observa si Xn es diferente de il' Entonces comparar

los rangos xn -X PR xn-l - il con Wn-l, Si cualquiera de
los rangos es menér que Wn-1 se dice que los promedios en el
grupo pertenecen a un grupo simple., 8i ambos rangos exceden
a Wn-l de n-1 promedios se divide en dos grupos de n-2 pro-
medios cada uno y compararlo conWn-2, El proceso continta

asi hasta un paso en que el promedio no excede al valor

calculado de Wi (ver ejemplo).
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Si dos promedios que deseamos comparar tuvieran diferentes nfi-

meros de repeticiones, se puede usar la férmula aproximada de

1 52 sz
W= qgx —2—(—+—)

Prueba de rango miltiple de Duncan (Duncan's multiple range test)

La prueba de Duncan combina la simplicidad del método de
Student-Newman-Keuls y las ventajas de las comparaciones miltiples.
Este método es mejor que los dos propuestos anteriormente y permite
al investigador cometer menor "Error tipo II" pero mayor "Error tipo
I" que los métodos explicados. |

El método de Duncan es esencialmente lo mismo que el de Student-
Newman-Keuls excepto que el valor tabular se obtiene de otra tabla de
amplitud total estudentizada p&ra prueba de Duncan.

Los pasos a seguir son los siguientes:

Calcular s8X = <§;—

1.

2. = Obtener los valores de "Z" de la tabla, entrando con los GL
del error y n, n-l, n-=2 « = = - 2; promedios ordenados de
acuerdo a su magnitud.

3. = Calcular los valores de D = 7 x s8X

4, = Comparar {Dn con fh-ii

Dn-1 con Xn - fz
Dn-1 con Xn-l - 22 etc.y seguir asi sucesivamen-
te formando grupos de igual amplitud.

Si en un grupo de promedios el mayor no difiere significativamente
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de el menor, no admite diferencia significativa entre promedios in-
termedios. Miés detalles se encontraran en el ejemplo numérico.
Si el numero de repeticiones de los promedios que se desea com-

parar no son las mismas se puede usar la férmula aproximada del

2 2
'E'Q%(:—*%'" |
T |

Prueba de Tukey (Tukey's test based on allowances or w-procedure)

Error estandar del promedio.

Este método cominmente llamado hsd (honestly significant
difference) es similar en su aplicacién a la prueba de lsd. El mé-
todo puede ser usado para comparar todos.o cualquier contraste entre
los promedios de tratamientos. La Prueba de Tukey es muy exigente,
fija una probabilidad de oc-por ciento de tomar como éignificativa
una diferencia que realmente es nula entre todos los promedios de los
tratamientos. Es decir que el Error Tipo I de los v- tratamientos se
fija al nivel d§o¢por ciento.

Los pasos a seguir en este método son:

2

1. Calcular &% = -%—

2. Obtener el valor de "q" de la tabla de amplitud total estu-
dentizada con grado de libertad del Error y nimero de tra-
tamiento.

3. Calcular el valor A = q x 8X

k., Comparar el valor de A con cualquier diferencia entre dos

promedios (Ver ejemplo numérico).
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En caso que los promedios a comparar tengan desigual nimero de

repeticiones se puede estimar el Error estandar del promedio con la

1 2 2
8x = —E—(g— + 2
' T2

Comentario general sobre las pruebas de rango mltiple

férmula

El uso de la prueba lsd conduce a un error Tipo I més grande
que o = 5% cuando el promedio mds grande se compara con el mis pe-~
quefio, si el nimero de tratamiento es mayor de 2. Para saldar este
defecto se han propuesto las otras pruebas que hemos discutido ante-
riormente y otras que no las discutimos por falta de tiempo.

La escogencia del tipo de prueba a usar de entre las que vimos,
depende del tamafio del Error Tipo I deseado. La prueba de Dumcan
tiene mayor Error Tipo I pero menor Error Tipo II que las otras dos.
La prueba de Student-Newman-Keuls tiene mayor Error Tipo I y menmnor

Error Tipo II que la de Tukey.

Comentarios sobre la prueba de Duncan y de Tukey

Las dos pruebas tienen fundamentos muy semejantes, la de Duncan
es menos exigente y menos conservadora, esto es que da diferencias
significativas con mayor facilidad. El criterio del autor, es que
toma el nivel de significancia del 5% de probabilidad en un contras=-
te de dos promedios. Esto da una probabilidad del 95% (0.95) de neo
tomar como significativa una diferencia realmente nula, ya que para

tres promedios la probabilidad serd 0.9025 = (.95)2 o 90.25%, para
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cuatro promedios = 0.8574 = (0.95)3 = 85.74%. En general para n

promedios la probabilidad seri (9.95)~%

« La prueba de Tukey es mis
exigente, teniendo una probabilidad de 95% de no tomar como signifi-
cativa una diferencia realmente nula, entre todos los promedios de
tratamientos, no es de sorprenderse pues, que ¢on a7 2 la prueba de
Duncan de resultados significativos,en casos en que esto no ocurra
con la de Tukey, Yy entonces la prueba de Duncan nos lleva a afirma-
ciones erradas coa mayor frecuencia; lo mismo acoatece y con mayer
peligro con la prueba de lsd aplicada indiscriminadamente y que hoy
ya no se acepta.

La prueba de Duncan establece pues un término medio entre el ri-
gor un tanto excesivo de la de Tukey y la poca exigencia de la prueba
de 1sd usada sin precaucién.

La prueba Sheffe es aun més rigurosa y no se aconseja para una

comparacién de dos promedios, pero funciona muy bien para probar com=-

trastes mis complicados, y es el método indicado para estos casos.

Interpolaciém armémica

A veces los valores buscados no se encuentran en la tabla (t,
v, F,70 Z), los valores se pueden calcular por interpolacién arméni-
ca, en que se usan las reciprocas de los nimeros de GL para formar
una regla de tres.

Ejemplo 1. Cual es el limite al 1% de t, correspaondiente a
36 GL.

En la tabla de t encontramos los siguientes valores

para 30 GL t = 2.7
para 40 GL ¢t = 2.70
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Calculo

1 1 1
3—0- - W = 2.75 - 2.70’ ﬁa = 0005

1 1 : 1

ﬁﬁ (0.05)
1
120

2:75=-x =

X = 2,75 = 0,03 = 2,72

t para GL 36 = 2.72

Ejemplo 2, Calcular el valor de v para n, = 12 GL y n, = 200 GL
al nivel del 1% de probabilidad.

Cdlculo

n, = 12 y n, = 120 1.53

n, =12yn,s= oo 1.48
25 - o5 = 1.53 - 148 155 0.05
1. 1 1

136 300 1.53 -x 3 300 1.53=-x

1
355 (0.05)
1.53 - x = o5—

X = 1.53 = 0,02 = 1.51

v cuGL 12 y 200 = 1.51
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EJEMPLO DE APLICACION DE LAS PRUEBAS DE RANGO MULTIPLES -

Gramos de grasa absorbidos por la masa de 24 bufiueles

“;;‘ TRATAMIENTOS
1 2 3 " 5 6 ? 8
I 164 173 177 178 163 17% 178 155
11 1720 161 183 191 165 193 146 166
III 148 190 197 197 144 178 141 149
Iv 177 180 169 182 177 171 150 16k
v 156 197 179 185 165 163 169 170
Vi 195 167 187 177 176 176 182 168
Total 1032 1068 1092 1110 990 1056 966 972 8286
X 172 178 182 185 165 176 161 162
Anflisis de Variancia
rv GL sC cM F
Entre Grasas ? 3,527 503.9 3,565k
Dentro de Grasas &0 5.666 141.6

Total k7 9.193

El andlisis estadistico mes imdica que existe marcada diferen-

cia en la cantidad de grasa absorbida por la masa, dependiendo oste

de la clase de grasa. Ahora estamos interesados en averiguar que
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diferencia promedio existe entre las diferentes grasas. A continua-
cién ilustramos los cuatro métodos para comparar promedios, que he-

mos discutido anteriormente.

Prueba de 1sd (least significant difference)

Pasos a seguir:

2
2 B 2 x lh’loGﬁ
l. Sa = \l T = q——z— = 6.8702

2¢ t 0.05 con GL = ‘I'O = 2,021

3. 1lsd = t 0.05 x sd = 2.021 x 6.8702 = 13.885 & 13.9
4, Se calculan las diferencias entre promedios de tratamientos y se

comparan con 13.9

4 3 2 6 1 5 8

i\i’ 185 182 178 176 172 165 162
7 161 2k 21 17 15 11 4 1
8 162 23 20 16 14 10 3 x
5 165 20 17 13 11 ? x x
1 172 13 10 6 4 x x x
6 176 9 6 2 x x x x
2 178 7 b4 x x x x x
3 182 3 x x x x x x
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Interpretacién Grafica

Promedios (ordenado de menor a mayor)

Trata-
E;ento 7 8 > 1 6 2 3 b

161 162 165 172 176 178 182 185

Prueba de Student-Newman-Keuls

1.

2.

3.

Pasos a seguir

2
% =\£:— - ‘%—6 = 4.86

Obtener los valores de q 0.05 o q 0.01 con grados de libertad del
error y n-promedios de tratamientos ordenados de mayor a menor o
viceversa. Se calcularan tanto valores de q como n-l tratamien-
tos haya. Estos valores se consiguen en la tabla de amplitud
total estudentizada (Studentized range).

En nuestro caso los valores tabulares de q 0.05 con 40 GL y m=8
---- n=2 son: qg = 4,52 a, = 4,393 g = 4,23, 5 = 4 ,Ol;

q = 379 a; = 3.4b= 9, = 2.86.

Calculo de los comparadores Wn = q, X sX

W8 = 4.52 (4.86) a 22.0

W7 = 4,39 (4.86) = 21.3

W6 = 4,23 (4.86) = 20.6

W5 = 4,04k (4.86) = 19.6

We = 3.79 (4.86) = 18.4
W2 = 2,86 (4.86) = 13.9
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4, Cdlculo de la diferencia entre los promedios de tratamientos

4 3 2 6 1l 5 8
f\f 185 182 178 176 172 165 162
? 161 2k 21 17 15 11 & 1
8 162 23 20 16 14 10 3 x
5 165 20 17 13 nmu 7 x x
1 172 13 10 6 K x x x
[ 176 9 6 2 x x x x
2 178 ? 4 x x x x x
3 182 3 x x x x x x
Interpretacién del cuadro
{ik - X7 = 185-161 = 24k > W8 = 22,0
{i& - X8 = 185-162 = 23 > W7 = 21.3
X3 - X7 = 182-161 = 21 £ W7 = 21.3
{ X4 - X5 = 185-165 = 20 { W6 = 20.64~ El proceso termina agui
X3 - X8 = 182-162 = 20 £ W6 = 20.6
X2 - X7 = 178-161 = 17 < W6 = 20.6
Interpretacién Gréfica de los resultados
Promedios (ordenados de menor a mayor)
Trata-
Eionto 7 8 5 1 6 2 3 b
X 161 162 165 172 176 178 182 185
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Prueba de Duncan

Pasos a seguir:
1. sx =\l@ = 4,86
2+ Se obtienen los valores tabulares de la tabla (new multiple range
test) con B, GL del error y p nimero de promedios.
Z con (40:8) = 3.30
Z con (40%7) = 3.27

Z con (40%6) = 3.22
Z con (40%5) = 3.17
Z con (4O4) = 3.10
Z con (40%3) = 3,01
Z con (4032) = 2,86
3+ Calculo de los comparadores
D8 = 3.30 x 4.86 = 16.0
D7 = 3,27 x 4.86 15.9
Dg = 3422 x 4,86 = 15.6

D = 3.17 X ‘+086 =2 15.‘*
D“ = 3010 b ¢ 4086 = ls.l
3001 b 4 4086 = 1"’96

Da = 2086 x 4086 = 1309
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4, Cdlculo de la diferencia entre los promedios de tratamientos

b 3 2 6 b § 5 8

i'\i 185 182 178 176 172 165 162
7 161 2h 2l 17 15 11 4 1
8 162 23 20 16 14 10 3 x
5 165 20 1?7 13 11 7 x x
1 172 13 10 6 & x x x
6 176 9 6 2 x x x X
2 178 7 b x x x x x|
3 182 3 x x x x x X

Interpretacién del cuadro

= 185-161 = 2k > Dg = 16.0
= 165-162 = 23 > D, = 15.9

182-261 = 21 » D7 = 15,9

182-162 = 20 7 D = 15.6
182-162 = 20 7 D = 15.6
= 178-161 = 17 > D, - 15.6
= 183-172 = 13 £ Dy = 15.4
= 182-165 = 17 > Dy = 15.4
= 182-165 = 17 > n5 = 15.h

el uNI uNI -F'“' "Nl \"NI UNI 4_"! UNI "_Nl ‘PNI
L]

oo”' “Nl U'NI '_r(l \'l“' m"l oo“' \aNl \,Nl “Nl \,NI
n

N

= 178-162 = 16 > Dg = 15.4
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X, - Xg = 178-162 = 16 7Dy = 15.4
Xs

= 176-161 = 15 /. 1)5 = 15.4

»l

- x7
2 = X5 = 178-165 = 13£ D, = 15.1

Interpretacién Gréfica de los resultados
Promedios (ordenado de menor a mayor)

rata-
E;ontc 7 8 5 1 6 2 > b
X 161 162 165 172 176 178 182 185

Prueba de Tukey

2.

3.

b,

Pasos a seguirts

z \]T'Gl_};_ - 4,86

8X =

q8 = 4,52 (obtenido de la tabla de amplitud total estudentisza-
da) con GL = 40 y n = 8

W= a% qn = 4.52 x 4,86 = 22.0

hsd = 22.0

El valor de hsd se compara con la diferencia de los promedios de

cualquiera de los dos tratamientos, si este excede al valor de

hsd se dice gue son significativas, y a la inversa se dice que no

son significativas. En nuost;o ejemplo solo son significativas.

X"_ - 17 = 185-161 = 24 > hsd = 22.0 y también

X" - 18 = 185-162 = 23 > hsd = 22.0
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Como se bodré observar en el cuadro anterior de diferencia
entre promedios, ninguna excepto las dos que se mencionan aqui

fueron significativas.

Interpretacién gréfica

Promedios (ordenado de menor a mayor)

Trata-
onto 7 8 5 1 6 2 3 b
X 161 162 165 172 176 178 182 185

Resumen de los resultados obtenidos por los cuatro métodos.

Prueba de lsd

r ' \

iltiple de Student-Newman-Keuls

7 . ™

Prueba de rango mﬁltiglo de Duncan

r . -

r 2 )

Prueba hsd de Tukey

f N
L 2 3 L 1 1 [ i
%‘\gl | :.;\l Ll L] L4 i | L "_. | L L) ._‘ [ ] ’_' AJ v v i-‘“‘!*' g
=N EHEEFEWOD P‘l—'l—'l—'l—')—‘l\\} HHHB’\HB’O D-"-‘Hg wn
O\ O\ N ONON N N ~3 NN ~ ~J 0o Oo -
W & ANANJOVWO H W £\ ~ O O+ \t’!‘)g
(7)(8) (5) (1) 6) (2) (3) (&)
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PARTE ESPECIAL

Andlisis de variancia con nimeros desiguales en la sub-clase

En ciertos campos de la investigacién, no siempre es posible te
ner un nimero igual de observaciones en todas las combinaciones de
tratamientos; especialmente en produccién animal, es convenieamte
prestar atencién al problema que plantea la desigualdad del nfmero
de observaciones en la sub-clase.

El andlisis estadistico de la variancia corrientemente usado,
plerde validez en muchos casos y necesita ser modificado para tener
una estimacién correcta de los componentes de variacién.

Los datos con nimeros desiguales de observaciones se puedencla-
sificar en tres grupos (A, B, C).

A - En este grupo se incluyen los experimentos donde se estu-

dia un solo factor con desigual nimero de observaciones en
cada tratamiento. Generalmente se les llama a estos datos con wn
criterio de clasificacién (one-way classification).

B - Dentro de este grupo caen los experimentos donde se estu-

dian dos factores (factorial) con nimero de observaciones
en la sub-claso,dosigualos pero proporcionales. A estos datos se

les llaman con dos criterios de clasificaciém (two-way classifica-

tion).
C - En este grupo se encuentran los experimentos con mis de un
factor en estudio (factorial), con nimero desigual y despro-

porcionales en la sub-clase.
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A continuacién presentamos el método o los métodos de andlisis
empleados segin el caso.

l. Un solo factor en estudio con niimeros desiguales en la

sub-clase
Los datos de una sola clasificacién no presentan ninguna difi-
cultad para su andlisis. Los componentes de variacién se pueden
estimar de la siguiente manera.

2
ro o it

ni

SC total Z - FC

\fz
8C trat =Z—YL -Fc.Y.l +_____+.._t- FC

SC error -Zyi- - _\IL. ‘= 8C total - SC tratamiento
A ni

Ejemplo numérico

Pesos al nacer de 8 camadasde cerdos

NQ de Camnada

animales 1 > 3 & 5 3 > 3 Total
1 2.0 3.5 3.3 3.2 2.6 3,1 2.6 2.5
2 2,8 2.8 3.6 3.3 2.6 2.9 2.3 2.4
3 3.3 3.2 2.6 3.2 2.9 3.1 2.3 3,0
N 3.2 3.5 3d 2.9 2.5 2.5 2.5 1.5
5 boh 2.3 3.2 3.3 2.0 1.2
6 3.6 2.4 3.3 245 2.1 1.2
7 1.9 2.0 2.9 2.6
8 3.3 1.6 3.4 2.8
9 2.8 3.2

10 1.1

Y:  28.4 21,3 31.8 23.8 14.2 11,6 11.9 9.4 152.4
ni 10 8 10 8 6 & 6 b 56
M 2.84 2.66 3.18 2.98 2.37 2,90 1.98 2.35
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Andlisis ‘
2
e & g'“) = 414,75
8C total = (2.0)2 PO + (1.5)2 - FC = 24,65
2 F '
8C trat = (g'éd) T + (9:4) -FC a 7.48

10

8C error = 24.65 - 7,48 = 17.17

Tabla de andlisis de variancia

FV GL SC CM F

Entre camadas 7 7.48 1.07 2»97‘

Dentro de Camadas (Error) 48 17.17 0,36

Total 55 24,65

En ciertos casos se necesita calcular el nimero promedio de
animales por tratamiento (como se verd al calcular componentes de
variancia para estimar el Indice de herencia). En vesz de usar el

promedio simple de "ni" se prefiere la férmula aiéuionto:

k2
Tk

(en nuestro caso esto significa lo siguiente)

k = ;i—l (Lke* ) - dondes

k = nimero promedio de animales por camada
n = nimero de camada.

Cuidl es el nimero promedio de animales por camada?

k2 = 10% + 82 + 102 + 8% + 6% + 42 4 6% 4+ 42 = 432

1 432
k, = gop (56 - '%3) = 6,90 animales

[+
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2. Dos factores en estudio con nimeros desiguales en la

sub-clase pero proporcionales

El andlisis de variancia no presenta dificultades particulares,

para este tipo de datos.

les se calcula de los totales marginales correspondientes a cada

factor, como si fuera un solo factor con nimeros desiguales.

La suma de cuadrados para efectos principa

La in-

teraccién se calcula por diferencia entre la suma de cuadrados entre

sub-clase menos los efectos primcipales.

sigue es idéntico al anterior.

Un ejemplo numérico.

Porcentaje de faenamiento (disminuida en 70%) de 93 cerdos

clasificados por raza y por sexo

El procedimiento que se

RAZA
Nf:* A c D
Macho L°n" Macho pen Macho [on” Macho Lon~ Macho Len

1 13.3 18.2 10.9 14.6 13.6 12.9 11.6 13.8 10.3 12.8
2 12.6 11.3 3.3 1503 13.1 144 13.2 14.4 10.3 8.k
3 11.5 14.2 10.5 11.8 4.1 12.6 4.9 10.1 10.6
4  15.4 15.9 11.6 11.0 10.8 15.2 . 6.9 1349
5  12.7 12.9 15.k 10.9 14.2 13.2 10.0
6  15.7 15.1 1lh.b 10.5 12.4 11.0
7 13.2 11.6 12.9 12.2
8  15.0 14 12.5 13.3
9  14.3 7.5 13.0 12.9

10 16.5 10.8 7.6 9.9

11 15.0 10.5 12.9
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Continuacién
RAZA
Nine A B E
Macho g;:' Macho g;:- Macho g::- Mach g;‘ Macho g;:-
12 13.7 14.5 12.4
13 10.9 12.8
14 13.0 12.9
15 15.9 10.9
16 12.8 13.9
17?7 14,0
18 11l.1
19 12.1
20 14,7
21 12.7
22 13.1
23 10.8
2k 11.9
25 10.7
26 b4
2?7 13.3
28 13.0
29 12.7
30 12.6
jii 168.9 87.6 362.7 182.7 k1.6 27.3 79.7 33.1 110.1 55.7
n 12 6 30 15 4 2 6 3 10 S5

13




R

porcién:
Raza
Raza
Raza
Raga

Raga

l2:

- 68 -

nGmero de animales en la sub-clase sigue la siguiente pro-

= Macho : Hembra 12:6 =

= 30:15

= :2 =

= 6:3 =

" O Q W >
)N JEN \ VIR \ VIR \C R \V)

= 1035

6 = 30215 =2 4: 2 = 633 = 10:5

12:30:4:6:10 = 6:15:2:3:5

Andlisis

FC =

8C

8C

8C

sC

SC

SC

(11#2.4)2

total = (13.3)%¢ —acem- + (10.0)2 - FC = %80.02

2 2
sub-clase = (59%32) - <22§Z) - FC = 122.83
dentro de sub-clase (error) = 580,02 - 122.83 = 457.19

2 2
Ragas = (gggéi) ¢ ---+ (légég) - FC = 97,38

2 2
86X0 = (ZQ%ég) * - -3 (2§%§&) - FC = 0.52

interaccién = 122. 83 - (97.38 + 0.52) = 24.93
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Cuadro de andlisis de variancia

FV aL sC CcM F
Raza 4 97.38 24,34 4 425
Sexo 1l 0.52 0.52 1
Interaccién R x 8 & 24,93 6.23 1.13
Brror 83 457.19 5.51

Total 92 580,02

3. Nimero de sub-clases desproporcionales clasificado en mis

de una direcciém

Este es ¢l caso mis general ya que es dificil encoatrar prepor-
cionalidad en el nimero de la sub-clase. La dificultad se presenta,
en que teniendo por ejemplo dos factores en estudio (A y B), no po-
demos calcular la variancia entre los promedios ponderados de A, li-
bre del efecto de B, La imposibilidad de obtener una suma de cuadra-
do para A o para B que esté libre del otro factor, recibe el nombre
de no ortogonalidad de los datos. En otras palabras no podemos aplicar
la propiedad de la aditividad do la suma de cuadrados, en comasecuen-
cia requiere un método especial de andlisis.

El método basico, es el método de minimos cuadrados (least-
squares method). En general se puede decir que la estimaciém de los
promedios en las sub-clases son estimaciones no viciadas de los co-
rrespondientes promedios de la poblacién y la variancia dentro de la
sub-clase, ¢s una estimacién también no viciada de la variancia coméa

en la poblacién. El problema radica en conseguir estimaciones no
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no viciadas de los efectos principales (main effects) y la interac-
cién y las variancias atribuibles a ellos.

A continuacién vamos a describir algunos métodos corrientemente
usados para estimar los componentes de varigncia. en datos con sub-
clases desproporcionales; sin embargo antes de estudiar cada método,
vamos a presentar un ejemplo numérico para aclarar las dificultades
que s8¢ presentan en el andlisis de estos datos.

En el siguiente cuadro se presenta la ganancia promedio en pe-

sos (gramos) de 149 ratas, en cuatro generaciones sucesivas.

MACHO HEMBRA TOTAL

Generacibn N2 de Ganancia N2 de Ganancia N2 de Gananecia
ratas promedio ratas promedio ratas promedio

1 21 176.952 27 109.518 48 139.021

2 15 161.467 25 114,080 4o 131.850

3 12 155.667 23 108.522 35 124,686

4 ?7 171.000 19 106.790 26 125,077
PTOTAL 55 167.327 94 149 131.121

De los resultados que se presentan en este cuadro de doble en-
trada se pueden derivar los componentes de efectos principales, sexo
y generacién y también la interaccién entre los dos factores. El
andlisis de variancia es el método més conveniente y efectivo para
probar la significacién estadistica de los varios efectos. Si el

nlimero de individuos dentro las sub-clases fueran iguales no se
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tendria ninguna dificultad para calcular todos los componentes de
variacién. Tampoco se tendria dificultad si los nmeros de indivi-
duos dentro de la sub-clase fueran desigusales, pero proporcionales
(como se indicé en B).

La verdadera dificultad se presentan cuando el némero de indivi-
duos en las sub-clases son desproporcionados como los datos que esta-
mos considerando. Cabe destacar em el cuadro que la poca ganancia de
peso observada en la 48 generacién puede ser enteramonte, debido a la
escasez de macho, que generalmente tienen mayor peso.

No hay dificultad para hacer un andlisis preliminar de la varian
cia. Calculando los componentes grupo de Sexo-Generacién e interac-
cién (entre sub-clases) y error experimental. De los datos origina-
les de ganancia de pesos individuales, se pueden calcular los siguien

tes:

Analisis preliminar

FV GL 8C CM

Sub-clase (sexo y genera-

cién e interaccién) ? 119,141 17,020
Error 1 57,695 ko9
Total . 148 176,836

El error experimental es una estimacién correcta de la varia-
cién al azar. Ahora si nos proponemos descomponer la suma de cua-
drados de las sub-clases en sus componentes: sexo, generacién y la

interaccién sexo x generacién nos encontramos con dificultades.
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El teorema de la adicién de la suma de cuadrados no se
cumple cuando el niimero de individuos en las sub-clases no
es proporcional, asi en nuestro caso al calcular la suma de
cuadrados para sexo nos da = 114.287 y la de generaciém
5.756. La suma de 114.287 + 5.756 = 120.043, este valor eos
mayor que la suma de cuadrados total entre la sub-clase
(120,043 > 119.141),

Este es un ejemplo bien claro de que el teorema de la adi-

tividad no se cumple.

Fv GL 8C CM

Sub-clase (sexo-genera-

cién e interacciénm) 7 119,141
Sexo 1 114,287 114,287
Generacién 3 54756 14919
Interaccién 3 . ———
Error 14 574695 ko9
2. La segunda dificultad se encuentra en la descripcién de la

poblacién de la cual se ha tomado la muestra, ya que el

andlisis depende de la caracteristica de la poblacién. Las

hipétesis que deben ser planteadas acerca de la poblacién

son:

a) En las sub-clases de la poblacidén los individuos pueden
ocurrir con frecuencia igual o proporcional y que la

desproporcién se debe a accidente de muestreo.
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b) La interaccién en la sub-clase de la poblacién puede no
existir.

3. Una tercera dificultad ocasionada por el nimero de sub-clase
no proporcional es la estimacién de los efectos principales,
ya que: |
a) La diferencia entre promedios de sexo como en el cuadro

anterior, no ol'una funcién simple de la diferencia
entre sexo en las varias generaciones.

b) 8i examinamos on'ol mismo cuadro la ganancia de peso de
los machos en la genoraci6n 1l y 4, la ganancia promedio
en la generacién 1 es 85lo 6 gramos mas que en la gene-
racién 4 y la diferencia para hembra es ain menor. A
continuacién se exponen algunos métodos que pueden ser

usados segin la circunstancia.

Método de nimero esperado en la sub-clase (The method of expected

subclass numbers)

Este método parte de la supbsicién de que de la poblacién de la
cual se extrae la muestra tiene nfimeros proporcionales en la sub-
clase y que la desproporcién en el nimero en la muestra se atribuye a
accidente de muestreo. El método es apropiado solamente si toda la
sub-clase contiene por lo menos un valor observado.

El procedimiento gonorai seré iluatrado‘por medio de los datos

(promedio) del cuadro anterior.
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Niimeros observados y esperados (ganancia de pesos
disminuidos en 100 para facilitar los calculos)

MACHDO HEMBRA TOTAL
Gene-
racién 03:;:- Esperado O::;:- Esperado 0::;2- Esperade
Ne. 21 17.7181 27 30,2819 48 48,0000
1 ?76.952 9.518 39,021 34,1
Suma 1363.45 288.24 1873 1651.69
No 15 14,7651 25 25.2349 4o 40,0000
2 61.467 14,080 31.850 31,57
Suma 907.56 355.31 1274 1262.87
NQ 12 12,9195 23 22.0805 35. 35,0000
3 55.667 8.522 24,686 25.92
Suma 719.19 188.16 Bo4 90735
No 7 9.5973 19 16.4027 26 26,0000
4 71 .00 6.790 24,077 30.49
Suma 681 .41 111.37 626 792.77
Ne 55 55.000 ok 94,000 149 149,0000
Total 67.327 66.76 9,936 10,03 31.121 30.97
Suma 3703 3661.61 934 943,08 L4637 4L614.68

Los nimeros esperados se calcularon multiplicando el total mar-

ginal hilera por total margimal columna dividido por total general.

Por ejemplo, nimero esperado para macho.

Generacién 1 = 22IE§&§ = 17,7181
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Pasos a seguir en el anflisis

Primer paso. Consiste en hacer una prueba cuantitativa de la
validez de la presuncién del nfimero de sub-clase proporcionale Esto
se hace por medio de la prueba de chi cuadrado.

l. 8e calculan los nfimeros esperados en cada sub-clase.

2. Comparar los nfimeros osﬁoradoa con los observados.

3. Calcular ’X? para cada sub-clase y sumar los 1? para obte-

ner el total y probar su significacién. |

2 (N2 ob - N2 esp)
A= - NQ esperado

2 (21 - 17.7181)° (19 - 16,4027)2 '
‘X.;mg-fL ¢ .- - - ----’-2_1_67‘;5_27—2 = 2,19

GL = ( -1)(h=-1)=3x1=3 P= .54

No es significativa, de ah{ qu§ el ponfulndo del nidmero propor-
cional estadisticamente se justifica. Esta es una garantia cnnntitaf
tiva para adoptar el método del ntmero de clase esperado. |

S8egundo paso. Se calcula la suma esperada para cada sub-clase
multiplicando el promedio verdadero por el numero o-porndo)asi para
macho.

Generacién 1 se tiene (76.952) (17.7181) = 1363.45

Tercer paso. 8Se calculan las sumas y el promedio esperado en
las columnas e hileras de los totales en la forma siguiente::

Hilera. Generacién 1 = 1363.45 + 288.24 = 1651.69
:, = %2 = z‘}.“l
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Columna. Macho = 1363,45 + 907.56 + 719.19 + 681.41 = 266.61

. 2§2§§§l = 66.76

Cuarto paso. Con los valores esperados spe hace .un andlisis: .
de variancia para éstimar ° = los componentes sexo, generacién e in-
teraccién sexo ¢ generacién. Para el error se utiliza el mismo valor
de la suma de cuadrados dentro de sub-clases deducido de los datos
originales.

| 2
= (—T—“"‘i"ga) = 1h2,921

2

2 .
8C sub-clase = i7f7i“1 + mm—- ¢ %ﬁ%ﬁ%%7 - FC = 116.202
2 2
3681,61° _ 943,082 _
8C sexo = 2232 + 9—%;— FC = 111.6k4

2 2
8C generaciones = ;§2%=§2 4+ ——— Zz%izz - FC = 11480

8C interaccién = 8C sub-clase - (8C seco + 8C Gen.) = 2.180

rc

v aL sc M r
Sub-clase 7 1164305 -

Sexos 1 111,64k 111,64k 272,97 **
Generacién 3 1,480 493 l1.21 N8
Interaceién 3 3,181 1,060 2.60 *

Error 141 57,695 409
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Aqui se donuest;a clargmgnto el error que se tuvo con el primer
andlisis. En este andlisis se pudo separar el componente Interac-
cién y es significativo al 5%.

El componente de Variacién, Generaciones, en oqtq andlisis no
es significativo, lo que en el énndrd anterior si lo era.

El método que se ha desorito nqii se ha onllyado_bajo diversas
coandiciones, durante varios afios i.ha dado buen rosulfado cuando los-

nimeros en la sub-clase no son iuy diferentes.

Método de los promedios no pogdoregg; (The method of unvoightod

means) |

Este método propuesto por Yates como un método apréxinddo. y su
uso se justifica solo si los nimeros en las sub-clase son aproximada-
mente iguajes. Este método tiene algunas ventajas; tal como la ma=-
nera familiar de cdlculo. 8i la interaccién oa££ presente ningim
calculo posterior se necesita #acor. 8i la interaccién es claramente
despreciable los efectos principalos pueden estar obviamente presen-
te 0 ausente y ya no es necesario aplicar los métodos exactos, que
veremos mas adelante. Este método aproximado permite el uso de com-
paraciones planeadas o de todas las comparaciones que se desearen
hacer.

A continuacién presentamos un ejemplo numérico y los pasos a

seguir en el andlisis.
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Ganancia promedio mensual de pesos de novillos
Holstein en tres edades

EDAD EN MESES

Mes de
aumento 13 18 2k Total N®
No (k) Gan.(X) N2 (k) Gan.(X) N2 (k) Gan.(X)
Agosto S 22.2 7 2l .4 3 Lo.7 84,3 15
Setiembre 8 2k b 3 3043 1 39.0 93.7 12
Octubre 4 45,0 3 3003 3 48.3 123.6 10
Noviembre L 18.0 3 67.0 6 49,0 134,0 13
109,6 149.0 177?0

El objetivo de la investigacién fue determinar si los meses afec-
taban los aumentos de peso.
Pasos a seguir
1. Hacer un andlisis de variancia corriente con los datos ori-
ginales.
a) Calcular la SC total = 44,931 con GL = 49
b) Calcular la SC entre sub-clases = 9,522 con GL = 11
¢) Calcular el error (original) = SC dentro de sub-clases =
8C total - SC entre sub-clases = 35,409 con 38 GL.

2. Con los promedios dados en el cuadro calcular:
(435.6)2
FC = lé

2

a) B5C total sub-clases (¥) = 22.2° + - - = = + 49.0% -

(435.6)2
—21L2- = 2’212



b)

c)

a)
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109.6% ¢ - - - +1772.0° _

SC entre promedio de edades = N
FC = 573

84 32 + === + 134 02
SC entre promedio de eastaciones = 2 3 2 -

FC = 561
SC interaccién = 2,319 - (573 + 561) = 1182

. 3. Ajustar el error en la siguiente forma.

a) Calcular el cuadrado medio dentro de sub-clases =
2235499 . 931,

b) Calcular un promedio del nimero de sub-clases ko ,qno (1]
calcula usando el promedio armémnico de los 12 nGmeros en
las sub-clases.

1 1 1 1 1 1 .
k° 12 S 8 3 6

¢) Dividir el cuadrado medio dentro de sub-clases por
(931.8) (0.3168) = 295.2 este es el error experimental
apropiado a ser usado con todos los cuadrados medios
calculados.

4. Cuadro de analisis de variancia completo y prueba de signi-
ficancia.
FV 8C CM F
Entre meses 3 361 187 1
Entre edades 2 573 287 1
Interaccién 6 1185 198 1

Error 38 295 --
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Si algunos de los valores de F hubleran estado cerca de los ni-
veles de significancia se contaria con uno de los métodos exactos
que explicaremos enseguida. Este método proporciona buena informa-
cién acerca de la interaccién, para orientarle al investigador qué

método debe seguir.

El método de los cuadrados ponderados de los promedios (The

method of weighted squares of means)

Este método es aplicable a los andlisis de datos con dos cri-
terios de clasificacién donde la interaccién estid presente, en este
caso las estimaciones y las pruebas de significancia de los efec-
tos principales no estdn viciadas. No provee informacién acerca de
la interaccién, a menos que uno de los factores contenga solo dos
categorias.

Si no exiaste interaccién, la estimacién y prueba de significan-
cia son ineficientes pero no viciadas. Este método exige que todas
las sub-clases contengan por lo menos una observacién. A contin;;h
cién se presenta un ejemplo

Los pasos a seguir en este método de andlisis se exponen a
continuaciéns

l. Con los datos originales se hace un andlisis de variancia

corriente.
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FV GL sC CM

Entre sub-clases ' 9 678.62 ?75.40
Dentro de subeclases 374 8,003.13 21.40
383 8,681.75

2.

3.

Calcular los valores presentados en el cuadro, para hileras
y columnas, asi como se detalla en el cuadro siguiente.
Calculo de los efectos principales con intqruccién presente.
a) La variancia apropiada para probar la hipStesis nula de
la diferencia entre los promedios de las hileras no pon-
deradas es8 una variancia ponderada con suma de cuadrades

igual. :
= o\ =) :
SC A = cLZ}'_w;LQm > Jiz)_ \JJX: ¢? {Zwi_ @-,ﬁzz)z.
- Z

A | . 2
donde ¢ = es8 el numero de columna y - [ZWL":\! 2 * )J }
}E\Ni

WiA= son las reciprocas de los coeficientes de las

variancias correspondientes, se usa la reciproca debido
a que una observacién con una variancia pequefia tieme
alta precisién as{ es que recibir{a un mayor peso. Se
ha usado VVLy\g'para las ponderaciones para no tener que
desarrollar notncionop adicionales iara lqs promedios no

ponderados.
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(770.118)°2

SC secuencia de parto = 22 (6,k27.322 - 95.22836

= 1“6 ol%

b) La suma de cuadrados entre sexo (factor B) se calocula ea

la misma forma que para el factor A.

(3
- (L Viifs)
8C B = r° [ik' vj (i_\lu] 2—- 2Vi LiVJ.J/b'

donde r = numero de hileras

2 .
8C entre sexos = 52 ((_1,015.3‘#0 - %ﬁ—fé;—:-%; ]- 341,60

4., Cédlculo de la interacciém en este caso particular. La in-
teraccién se puede estimar, como explicamos mias arriba,
porque tenemos un faclor con solo dos categorias. Si tuvié-
ramos un r x ¢ no seria eficiente la estimacién de la inter=-
accién.

- \2
NEe
5C (A B) .M

iwl

8C interaccién sexo x secuencia = 536.810 - (176, 1)2 = 208,747
* 95.22836 °
Analisis de variancia completo
CM
FV aL 5C ajustado

Entre secuencias de Parto 4 146.14 36 .5k

Entre sexos 1 341,60 341,60 XX

Interaccién S de P x 8 4 208.75 52.19 ¥

Error 374 8003.13 21.40
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Aqui se puede notar que la interaccién es fuerte. El procedi-
miento para estimar efectos principales se aplica para cualquier
tabla r x ¢. Si la interaccién no existe, las estimaciones son to-
davia vdlidas pero ineficientes, por eso no se recomienda este méto-

do para el caso de interaccién ausente.

El método de constantes de ajuste (The method of fitting

constants)

El método de constantes de ajuste es general; es el inico méto-
do que se puede aplicar cuando algunas observaciones en la sub-=-clase
no contienen ninguna informacién. Asi cuando en una tabla de r x ¢
se tiene alguna sub-clase vacante. ‘
El analisis de datos con numero no proporciomal clasificado en
una tabla de r x ¢ y cuando la interaccién estd presente, estd dado
por el modelo matematico.
Yiji = p & ocx+ Bj+ (oc#)ijuixjk
Las restricciones que se imponen a este método son:
- Que la suma de las constantes ay (estimador de oC;) sea igual
a cero; en simbolo §Ea1 = 0; a) +a, + === +a = 0

- Que la suma de las constantes bj (estimador de ‘33) sea igual
a cero; simbélicamente es igual a 7bj = 0; bl + b2 + -~ - =
+bp=0

- Que fi(ab)ij = O para cada J y que J (ab)ij = O para cada i

L
El método de constantes de ajuste exige la estimacién de /l de o'

de @’sy (<P s, asi mismo exige el calculo de la reduccidén en el

total de suma de cuadrados debido a ellos (generalmente se le llama
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reduccién debida a constantes de ajustes).
- Las estimaciones deben ser tal que la suma de cuadrados re-
sidual sea un minimo,

La descripcién del modelo cuando la interaccién no existe es
jLJk = M+cKRis QJ_' ng con las siguientes restric-
ciones Zui =20 = Zbi
L J

Puesto que el método de constante de ajuste requiere mucho l‘l
trabajo 8i la interaccién estd presente, es deseable tener primero
conocimiento de ella. Cuando la interaccién esta presente, la suma
de cuadrados de los efectos principales es solo una aproximacién,
acentuandose mids esto, cuando la desproporcién es mayor. Sin embar-
g0 la estimacién de la interacciénm es correcta.

Si no existe interaccién la suma de cuadradoe de los efectos
principales no estén viciados, pero inaficiantamohto estimados.

Un ejemplo numérico donde la interaccién no estid presente.

Intervalo en dias entre el parto y el primér calor
en vacas Holstein-Friesian

Partos (factor B)

Estacién del afio

(;actor 2) : Segundo Tercero Cuarto Totales
Invierno 26 987 26 1024 27 962 79 2,973
Primavera 30 997 22 676 28 873 80 2,546
Verano 17 k63 18 463 18 558 53 1,484
Otofio 15 321 11 331 14 Lor 40 1,053

Totales 88 2768 77 2k9% 87 2794 252 8,056
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Necesitamos hacer los siguientes calculos.

l. Hacer un analisis de variancia preliminar con los datos
originales en la forma siguiente:
a) Calcular la suma de cuadrados total
b) Calcular la suma de cuadrad&s entre sub-clases
¢) Calcular la SC para factor (A) ignorando el factor (B)
d) Calcular la SC para factor B ignorando el factor A
e) Calcular ia SC dentro de las sub-clases

En nuestro ejemplo esto es igual

2
. (85056)
FC = 252
a) SC total =2:*%- FC = 64,980.65

2 2 .
b) SC entre sub-clases = 2%% 4 - - - 5%% - FC = 2,224011

2 : 2
¢) SC factor A (ignorando B) = 29737, .4 (lx%gz) - FC =

79
L,645.07
2 2
d) SC factor B (ignorando A) = 34%g§‘ + ———a nggi - FC =
38,77

e) SC dentro de sub-clases = SC total - SC entre sub-clases

= 6“"9980065 bad 5979“.11 = 22:186064

Andlisis de variancia preliminar

FV GL SC
Entre sub-clases 11 5,794,.11
Estacién (ignorando partos) 3 4,645,077
Partos (ignorando estacién) 2 37.77
Dentro de sub-clases 2o 59,186 .64

Error
Total 251 64,980.65
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2. Plantear una serie de ecuaciones simultaneas de acuerdo al
nimero de parametros que se van a estimar. Dichos paréme-
tros son }l (promedio general); o<'Aconstantes para hileras
(estaciones) y ﬁ'pconstantos para columnas (partos). Noso-
tros usaremos los simbolos /.4 como estimador de ;. , &} como
estimador de R y b; como estimador de @

Las ecuaciones normales son:

metros il\ A (0.0 as Qa b\ ba ba

A
p; NV 4+ NG + N20; + N3Qs + NyQa + Ny + N2bz + nab, =J.

oc, n,.ﬁ + M0, + Ny by + Nab2 ¢ n'bb-’—“”-

o N2.{ + n202 + Naibs inzzbas nasbs.y,
A

Ky, Ny M + N3, + Nyyby ¥ nza b2+ Nss \:;3...\13,
A

o<Cyq: Na. U +M4.0q +Natby + Na2B24naz by - Va

ﬁl . N.a fl + NGy + N21A2+ N340y +Nat g+ Ny by =Y
A

B2 N2U &+ 3201 + N22Qz2+ N3203 + NA20a +naba =Ya
A

B3 * N3U 4+ Na304 + N23023 Nvsda+ Nasda +n3by=Vs

Para resolver estas ecuaciones nosotros imponemos las siguien-

tes restricciones:

Yai =05 a) +ay ¢+ = -« +ap =0
L

Tbi =05 by +b2+=-==+Dby=0

Ahora podemos resolver fdecilmente las ecuaciones por eliminaciém

del Juego de constantes que tiene mayor nimero de incégnitas. En
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nuestro ejemplo resolveremos para las b's, imponiendo la condiciém

Z_bj = O, luego sustituir estos resultados en las a's ecuaciones y

J

resolver para los (fi+ ai)'s. Puesto que Z(}:«f a3) = T O + Tay

siendo Zﬁ = nﬂ y ’i_ui = 0, tendremos i( A?l+ ai) = nﬁ, luege se

A
obtienen fdcilmente los valores de ai's sustituyendo M en la

ecuacién.

3. Cdlculo de la suma de cuadrados de reducciém debido a cons-

tante de ajuste. Esto se obtiene fécilmente por medio de

la ecuacién siguiente.

vYy.. +2L'aw +T e Y = Y (hradVi+ By
J

A continuacién presentamos el cdlculo completo del ejemplo

propuesto mas arriba.

Datos arreglados por el método de constantes de ajuste

Ny Nafpr on L Ndefy. Mis Ol At N
4oy nglq, 26 0.329114 26 0.329114 27 0.341772 79 2,973
ﬂzj N ﬂzj /ng_ 30 0.375000 22 0.,275000 28 0.350000 80 2,5‘!6
0) ¥ Ngjfay. 17 0.370753 18  0.339623 18 0.339623 53 1,84
n4j Y ﬂ4j’ Im 15 0.,375000 11 0.275000 1k 0.355000 &0 1,053
n.j 88 77 87 252
Njo 2768 2,494 2,994

Los pasos a seguir son los siguientes (después del andlisis pre-

liminar)



1.

2.
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Obtener los nz;/m valores, por ejemplo: nu/m = %g— 20.32911k
Nas/ng £ . 0.350000

Chequear que laz ““/01 = 1; por ejemplo para i = 3

0.320755 + 0.33923 + 0,339623 = 1.000001 & 1
Calcular los coeficientes de las ecuaciones, ci y cij en la

siguiente forma y plamtear lasecuacidénes

a) o] = ? (““/ni) Ni =Yy
c2 = 3 (MhNi-Yz

L

°3 = IL ("2fni)¥i-Vs

g_ ("4/00) i -0
Co2 = z Q“i/ni)nu—ﬂ.?.

C33 a Z (nis[ni)n“_ n3
8
c) Cp = 1 (n‘:*/ni)niz
L

C13 = z.(m‘/ﬂi) nis
ZL (niz/ni)nis

Aplicando esta férmula a nuestro ejemplo tenemos

023

a) c1 = 0.329114(2,973) + 0.375000(2,546) + 0.320755(1,484)
+ 0.375000(14053) - 2,768 = 36,0813
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c, = 0.329114(2,973) + 0.275000(2,546) + 0.339623(1,484)
+ 0.27500(1,053) ~ 2,494 = - 21.8185
cg = 0.341772(24973) + 0.350000(2,546) + 0,339623(1,484)

+ 0.350000(14053) - 25794 = - 14,2613
Se pueden chequear, si las operaciones estén bien la suma

de los ci, deben ser igual a cero (3 ci = 0)
L

ci = 36,0813 - 21.8185 - 14,2613 = 0.0015 = O
b) C11 = 0.329114(26) + 0.375000(30) + 0.32175(17) +
0.375000(15) - 88 = - 57.1152

Co2 = 0.329114(26) + 0.275000(2) + 0.339623(18) +

+

0.275000(11) - 77 = - 53.2548
C33 = 0.341772(27) + 0.350000(28) + 0.339623(18) +
0.350000(14) - 87 = - 56,9589
¢) Cjp = 0.329114(26) + 0.375000(22) + 0.320755(18) +
0.375000(11) = 26;2022
C13 = 0.329114(27) + 0.375000(28) + 0.320755(18) +
0.375000(14) = 30,4097

Co3 = 0.329114(27) + 0.275000(28) + 0.339623(18)

0.275000(14) = 26.5493

+
+

ahora podemos plantear las siguientes ecuaciones simul-

téaneas.
C11by1 + Ci2b2 + C13b3 = ¢y
Ci2b1 + C22b2 + Co3b3 = ¢,
C13b1 + C23b2 + C33b3 = 3

antes de proceder a resolver las ecuaciones se debe hacer

el siguiente chequeo.
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C13 +C12 + C13°=0

Ci2 + C22 + C23 = 0

C13 + Co3 + C33 = 0
En nuestro ejenplb tenemos las siguientes ecuaciones
-57.1152b) + 26.7055b2 + 30.4097b3z = 36,0813 (1)
26.7055b) - 53.2548b2 + 26.5493b3 = 21.8185 (2)
30,4097b1 + 26.5493by = 56.9589b3 = 14,2613 (3)

Estas ecuaciones se pueden resolver por cualquier método,sin
embargo nosotros vamos a usar el método de determinantes y matri-
ces invertida. El método de determinantes lo usaremos cuando la
ecuacién consta de 3 o menos incégnitas, y para cualqﬁier nimero
de incégnitas usaremos nafrices invertidas (repaso -ob:o matrices y
determinantes, se encuentra en la parte final de este apunte).

Las ecuaciones que hemos planteado las vamos a resolver por el
, método de determinantes, para qu; sea mis fdcil eliminaremos una de

las incégnitas, valiéndonos de la restriccién 7 bj = O = b1 + b2 =-b3

donde b3 =- (bl + b2) reemplazando b3 por su vilor en las ecuaciones
(1) y (2) tendremos:

(C11 - C13) by + (C12 - C13) b2 = C)

(C12 - C23) by + (C22 - C23) b2 = C2
(=57.1152 = 30.4097)b3 + (26.7055 - 30.4097)bp = 36.0813 (&)
(26.7055 - 26.5493) by+ (53,2548 - 26,5493) boz- 21.8185 (5)
reduciendo estas ecuaciones tenemos: '

- 87.5249b) - 3.7042bp = 36,0813 (k)

0.1562b1 = 79.8041bp =- 21.8185 (5)
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ahora podemos resolver facilmente estas dos ecuaciones de primer

grado con dos incégnitas bl y b2 por el método de determinantes.

[ =87.5249 - 3.7042 ]
\A\ = =(=-87.5249)(-79.8041) - (0.1562)(=3.7042)
| 0.1562 - 79.80k1 = 6,985.4245

P 36,0813 - 3.7042 |
As = (36.,0813)(=-79.8041) - (-21.8185)
1= >< (=3.7042) == 2,960.2558

| -21.8185 - 79.8041,

[ -87.5249 - 36.,0813]
= (=87.5249)(-21.8185) - (0.1562)
A\=2= (36.0813) = 1,90k.0261

| 0.1562 - 21.8185

Ad
l "2 6002 8 bt
bl = —‘A| = '9 5° 2 5 :E = 00422226

Ab
2 1,904.0261
b2 = A = G.5%5hshs - 0.272571

b3 ==(bl + b2) =- (-0.423776 + 0.272571) = 0.151205
Verificacién. Vamos a reemplazar estos valores de bl, b2 ¥y
b3 en la ecuacién 3 (original).
30.4097(~0.423776) + 26.5493 (0.272571) - 56.9589 (0.151205) =-
1#.26133- 14,2628 =- 14,2613 R
8e ha comprobado que los valores de b's estdn correctos ) by =0
i

3. Resolver las ecuaciones de Q¢ para los valores de a+mcn la

siguiente forma:

Dy ay o I _DlbL _Rl2b2  mizb3
" n n) nl nj

A b ) no1b n-sb b

B+ ay = -2 _R2102 12oba np3b3
na np np n,



+agas2 2311 23202 n33bs

83 = n3 n3 n3 n3
A Ty nyby Dk n
Poay=gn -2 -2 -2
b 4 4 ny
P+ a3 = 3,3-312 = 0,329114 (-0.423776) =0,329114(0.272571)

=0.341772 (0.,151205) = 37.6310
M+ as = ééfoi‘i = 06375000(=0.423776) = 0.275000(0.272571)
= 0,350000(0,151205) = 31.8560

Jas a3 = 2B 0.370755(-0.423776) - 0.339623(0.272571)

-0.339623(0.151205) = 27,9920
M+ ay = lg—gil - 0437000(=0.423776) - 0.275000(0,272571)
- 0.355000(0.151205) = 26.3560

sumando miembro a miembro tenemos

A 4
Alx #ZQ{ = 123.835 siendo g ai = 0
i

A
= 122:832 . 50,9588

Para obtener los valores de a), a2, a3, y a4, bastaria reempla-

A
zar M por su valor en las cuatro ecuaciones, vale decir que:

ai = (Mo at) - M= vaicpl
de donde:

a] = 37.6310 - 30.9588 = 6.6722

a2 = 31.8560 -~ 30.9588 = 0.8972

a3 = 27,9920 - 30,9588 =-2.9668

ak = 26.3560 - 30,9588 =-k.6028

Légicamente { ai = 0
1
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4, Céalculo de la suma de cuadrados de reduccién debido a

constante de ajuste, por la férmula dada anteriormente

A 4 3 2
T (s at) 14« T obgry - —2
i 1

BPartos

Estaciones Primero Tezrcero Cuarto T, . ﬁo'ai
Y1y Y12 i3

113 m 12 3 2,973 - 37.6310

124 121 Y2 Y23 2,546 31.8560

133 131 Y32 Y33 1,484 27.9920

45 Yy T2 43 1,053 26,3560
2,768 2,494 2,794

ﬁ = }O 09588
-0.423776 +0.272571 +0.151205

8C de constantes de ajuste = 37.6310(2,973) + 31.8560(24546) + 27,9920
(1,484) + 26.3560 (1,053)
- 0.423776 (2,768) + 0.272571 (2,49k) +

2
0.151205 (2,79%) '(§$§§§)

SC de constantes de ajuste = 262,204.59 - 257,536.25 = 4,668.34
5 Célculo de SC de la interaccidén y prueba de significancia

de la interacciénm.
8C Interaccién A x B = SC sub-clases (original) - 8C d. a
constante de ajuste.

2 5,794,101 ~ 4,668.34 = 1,125.77
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CM Interaccién A x B = 1,125.77/6 = 187.63

187.6
F =361 41

Esto nos da una garantia cuantitativa de que la interaccién no

existe, entonces podemos seguir adelante.

6. Calculo del factor de ajuste para los efectos principales.
Es necesario ajustar los cuadrados medios de los efectos
principales para probar su significancia estadistica;para el
efecto procedemos de las siguientes maneras:
| a) Factor de ajuste = SC factor A + SC factor B - 8C d, a
} constante de ajuste.
} = 4,645.07 + 37.77 = 4,668.34 = 14.50
b) SC de estaciones ajustadas = SC original - factor de
% ajuste.
4,645.07 - 14.50 = 4,630.57
¢) SC de partos ajustado = SC original - factor de ajuste
3777 - 14.50 = 23.27
7. Andlisis de variancia completo.
FV GL 8C ajustado CM ajustado F
Entre estaciones (A) 3  4,630.57  1,543.52 6.26 1%
| Entre partos (B) 2 23.27 11.64 1 N S
| Interaccién A x B 6 1,125.77 187.63 1 NS
Error 240 59,186.64 246 .61
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9. AJjuste d§ promedios. La ausencia de interaccién nos indica
que los a's y b's son estimadores no‘viciadoa de los corres
pondientes parametros de la poblacién ox's y p's. Ahora
vamos a ajustar los promedios de las sub-clases y efectos
principales, aplicando la férmula, ¥ij= fi+ai+ I

Cuando la interaccidén es significativa las pruebas de los efec-

tos principales pierde validez. Para probar una hipétesis nula para
un efecto principal es necesario ajustar la constante por el otro
efecto principal y por la interaccién con el doble juego de restric-
ciones. La diferencia asi obtenida entre la reduccién y los efectos
principales mas la interacciém calculada, como entre promedios de
sub-clases es apropiada para prqbar la hipétesis nula acerca del
efecto principal. Por esta razén el método de constante de ajuste
generalmente no se usa para probar efectos principales cuando la in-

teraccién estd presente.

ANALISIS POR EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS DE DATOS

CON NUMERO DESIGUAL EN LA SUB-CLASE

Ya hemos hablado de las miltiples dificultades que se hallan
asociadas al andlisis de los datos no ortogonales. Vamos a ilustrar
con ciertos detalles el procedimiento general para estimar las cons-
tantes estadisticas, con datos que tienen niimero desigual en la

aub-claaé.
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Principios de minimos cuadrados con datos de un criterio de

clasificacién

Se ha indicado anteriormente que los datos con un criterio de
clasificacién no presenta ningfin problema para su andlisis, y que
el método ordinario de andlisis de variancia Qs eficiente para esti-
mar los componentes de variancia, sin embargo vamos a demostrar aqui
que el anélisis por el método de constante de ajuste en el cual se
hace uso de las "matrices" da el mismo resultado que el método co=-
rriente, pero para aclarar el concepto de minimos cuadrados vamos a
trabajar con este tipo de datos por ahora, para luego generalizar com

otros ejemplos.

Modelo matemitico

Los datos con un criterio de clasificacién siguen el modelo ma-
tematico siguiente:
Tij = MU+ al + eij
i=1,2 ===, p
J

donde: .

1'2---,![1

Iij = El valor de la observacién (Y, sea edad, toros, afios, tra-
tamientos etc.)

M = Promedio general de la poblacién cuando existe igual fre-

cuencia entre las clases de A

ai Efecto de tratamientos expresado como desviacién del

promedio general.

elj Errores al azar.
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Los términos de la ecuacién representan los parametros de la
poblacién. Como estimadores de estos paridmetros por la facilidad de
representar simbélicamente, usaremos las mismas letras convun“peque- _

A
flo 4ngulo arriba (/) asi M es estimador de M

Ecuaciones de minimos cuadrados

Las ecuaciones normales resultan del uso de un principio del
calculo diferencial, sin embargo resulta realmente innecesario ope-
rar con los cilcuios diferenciales para escribir las ecuaciones. Lo
Principal que debe recordarse es que por cada constante a ser esti-
mada debe haber una ecuacién. Las ecuaciones para datos de un crite-

rio de clasificacién son como sigue:

A A
M Qs da. ap .
A A A ' A
M. N + MQy + nZOz'... -, . - - - - - + NeQp =V, ‘
Qs “1‘.\1 + (\163 = Va
O?! ﬂ%ﬁ + ﬂzaa = 72
' : |
L | !
] [ :
\ ! I
' ' A : A :
Qp: NpQp | | +0p Gp = Yp

En las ecuaciones n =? ni donde ni es el nﬁnerb de observacio-
nes en la clase i}h o« La columna de valores en el lado derecho de
las ecuaciones se refiere a los miembros dorecho de la ecuacién

(raight hand members = RHM)., Muy amenudo la misma matris variancia-

covariancia se usa con varios RHM's.
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Forma tabular de las ecuaciones de minimos cuadrados

}’1 a; Bp - ====-= ap RHM
[TiH n. n1 B2 - - ---- np r.
aj nl nl O =« o a-- o n
azs np (0] np = = ===-0 Y,
ap: np o O o o e o= = n, Ip

Cuatro aspectos de las ecuaciones de m{nimos cuadrados se pue-

den notar en el presente cuadro.

1. Los elementos de la matriz variancia - covariancia (los
miembros izquierdos de las ecuaciones) forman una matris
simétrica alrededor de la diagonal principal (la parte su-
perior a la diagomal es igual a los elementos de la parte
inferior).

2. Los elementos de la ecuacién M » como los coeficientes para
Ai son los mismos para 1os elementos de la diagonal en las
ecuaciones ai.

3. Los elementos fuera de la diagonal en la seccién de hileras
¥y columnas para las 2i son cero.

4, La suma de los coeficientes para los 4i en la ecuacién I es

igual a los coeficientes para ﬁ en la misma ecuacién. Lo
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mismo la suma de los RHM's para las ecuaciones ai es igual

al RHM para la ecuacién M

Restricciones impuestas

Un método directo de obtener los estimadores de ai como desvia-

ciones de M consiste en imponer la restriccién en las ecuaciones de

minimos cuadrados que z_ﬁi = O Si esto se cumple los coeficientes
de uno de los ai digamos ﬁp se puede sustraer de los coeficientes de
los otros, los elementos que resultaroh en las ap ecuaciones son en-
tonces substraidos de los elementos correspondientqa'en la ai ecua-
ciones para mantener simetria en las ecuaciones. Ademés el RHM para
la ecuacién ap se substrae de los RHM's para las otras ;cuaciones de
ai. Cuando estas substraciones se conplctan la columna e hilera para

la ecuacién a, desaparece y el resultado de la serie simétrica de

P
ecuaciones se resuelve para obtener los estimadores de JAy de ai di-

rectamente.

Utilizacién de la matriz inversa

Existen varios méiodoa para reaolver.ecuacionea simulténeas y
para obtener la inveraa.de una matris, nosotros no ;amos a discutir
ninguno, sino simplemente nos limitaremos a la aélicacién de los ele-

mentos inversos en los anilisis de datos.

Cdlculo de las conatantea.

.Aunque los estimadores de las constantes se pueden obtener di-

rectamente resolviendo las ecuaciones, a menudo es mis conveniente

obtenerlo de los elementos inversos y los RHM's de las ecuaciones,

2 C}\jj =¢: |

-

J

puesto que
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donde:

th

elemento inverso para la hilera ith ¥ la columna j de

Q
n

la matriz inversa.
Iij = RHM para las hileras jth

h

Ci constantes estimadas :I.t

por ejemplo:
fo= et r e ctBr - 1)« €3(T, - 1) ¢ -ome CMP(Tpa - Tp)
g =y 4?1y -1+ 0BT, - 1) e —e CR(T, - Tp)
etc. etc.

Calculo de los errores estandares de las constantes estimadas o

funciones lineales de las constantes estimadas

Tales como ;.\1 o ai es igual a

sei =2 \l C:Ll%z

donde:

ii

Cc = es el correspondiente elemento inverso de¢ la diagonal para

la constante considerada.

2
63 = n-p

con un solo criterio de clasificacién, donde !fj = suma de cua-~

[Z 2;_151 - R(u,ai)])eata es la férmula para datos

drado total (sin corregir) y R (M,ai) es la reduccién debido a to-
das las constantes de ajuste<’R(}l,ai), puede ser calculado de todas

las constantes estimadas y los RHM's original en la forma siguiente:

R .
R(M, 1) = MY +8) T + & Yo+ - - - 48, 1

o también puede calcularse de las constantes y las RHM's reducida

R(k, ai) = ii! +a (] - Ip) +ap (Y, - Ip) - = =4 ‘p-l(yp-l'!p)
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Error estandar de la diferencia entre dos constantes estimadas

El error estandar de la diferencia entre dos constantes estima-

das, estd dada por la férmula
- - ‘ 2
41 - 4y = \I (¢t 4 cdd . 2ct)H6

Cuando se impone la restriccién que ?'&i =0, los elementos in-

versos para la columna e hilera ﬁp se calcula de las dependencias que
tienen los elementos inversos dentro de su juego para sumar cero por

hileras y columnas, por ejemplo:

ctipsl) | (ct? 4+ 13, e oot

c2(p+l) | (g22 23 24 L _ L., c2P

c(p+1)(p+l) - - (cl(p-rl)’ calesl) | 3(psd) _ _ _ cp(p+l))

El error estandar del promedio de minimos cuadrados se obtiene

en la forma siguiente:

] A
5&4 41 = \l (C!]".L + ciiy 2011)62

Cdlculo de las sumas de cuadrados para el andlisis de variancia

La suma de cuadrados para A se puede obtener fadcilmente por el
procedimiento corriente para datos con un criterio de clasificacién.
8in embargo esta misma suma de cﬁdrados se puede obtener de una
manera mis general como se demuestra a continuacién.

SC«B' 2 1B

donde B' es una hilera vector de las constantes estimadas para un

-1

juego dado (tal como ai); Z ~ es la inversa del segmento de la
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inversa de la matriz variancia=-covariancia correspondiente por hile-
rasy columnas a este juego de constantes. La SC obtenida asi es
igual a la SC de reduccién, debido a todas las constantes de ajuste.
La SC de reduccién debida a todﬁs las constantes,excepto el juego que
se estd considerando, es decir R( M ,ai) - R(W

Ejemplo numérico.

Vamos a suponer que los datos que presentamos en el cuadro si-
guiente representan las ganancias de pesos de cerdos alimentados con

tres racionea. (Los cerdos fueron asignados al azar a las raciones)

RACION
Total
1 2 3
3 5 7
5 6 6
6 2 b
2 7 3
8 6
3 b
9
8
1 Y 16 48 30 94
Yy 4 6 5
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l. Modelo matemdtico
Iij = e ri sedj

donde:

th th

!id = ganancia de peso de los cgrdos 3 con la racién i
M = promedio de la poblacién con igual némero
ri = efecto de la racién '
eij = error al azar que se asume independiente y normalmente
distribuide NID (0, 62)

2. Ecuaciones de minimos cuadrados.

‘1 ?i ?é Q} : RHM
M: 18 b 8 () »94
rys 4 ) (o} o 16
ros 8 0 8 o 48
r3: 6 0 (o} 6 30

3. Restriccién impuesta '?i?i = 0. Con esta restriccién im-
pueata podemos proceder a reducir las ecuaciones.

a) Reduccién de hileras (substrayendo rz de r; y rp)

) ?, , ?2 REM
M: 18 -2 2 9k
rlx 4 ) 'y (0} 16
r,t 8 0 8 48
Tt 6 -6 -6 30
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b) Reduccién de columnas y RHM's

¥ T 7, REM
M 18 -2 2 94
ry -2 10 6 -14
2 6 14 18

A estas ecuaciones se les llaman ecuaciones reducidas de mini-

mos cuadrados.

b,

Inversién de la matriz variancia-covariancia.

a) Célculo del determinante |A| . Esto se obtiene fdcil-

18
Al |-

18

2

mente de las ecuaciomes reducidas, operando de la

siguiente manera.

-2 2
10 6
6 14

= 18

10

6

6

14

+ 2

© lo mismo se puede tomar la segunda hilera

2 18 2 18
+10 { ] -

1k 2 14 2

tomando la tercera hilera

-2 2
10 6

6 14
-2 2
10 6

6 14

= 2

= 2

-2

6

-2
0

2
6

.l

8

2

2
6

Joul

10
= 1,728

6

-2
= 1.728

6

=2
10| = 1,728



- 107 -

o lo mismo se puede tomar cualquier columna

i |Al = 1,728
) C& 1j it
alculo de los cofactores de la matriz A = A
10 6 |
Aoyt = 104
| 6 14
-2 6]
A2 o(-1)1t2 = 40
2 14|
-2 10|
AL (-1 == 32
2 6
.2 2
A% = (1) = 4o
/ | 6 l‘b_
18 2|
222 o (-1)2*2 = 248
[ 2 14
(18 -2
a%3 o (-1)%%3 == 112
] 2 6
=2 2ﬁ
P - ()% == 32
10 6_
18 2]
a2 o (1)3*2 = 112
-2 6
L J
18 -2]
a3 - ()3 = 176
-2 10
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- .

P St 104 40 -32
A, = a2 222 g3 4o 248  -112

i3

PR |

=32 112 176

¢) La matriz inversa de A, (4"1) se obtiene dividiendo ca-

da elemento de AL por |A| el resultado de d¥da divieién

adt 4y

T;T" C™¥ que son los coeficientes o elementos de la ma-
triz variancia-covariancia.

En nuestro ejemple la matriz inversa variancia-covariaan-

ciag es el siguiente:

. . ) -
___511’-3‘2* .1..’_‘,;%5 f%g 0.060185  0.023148 -0.018519
\
- ko 248 -112

A = i77§g ET?EE i:?ig = 0.023148 0.1“2212 -0,064815

3

S. Cdlculo de las constantes

A
o= TcHn) = (0.060185)(94)+(0.023148) (-14)+(#0.018519)(18) . = 5

J
T1 = T21) = (0.023148)(94)+(0.143519)(-14)+(-0.064815)(18) =-1

J
£2 = T(CPI,) =(-0.018519)(94)+(-0.064815)(-14)+(0.101852)(18) = 1

A J
r3 R - (rl + rz) 2 - (-l+l) = 0

6. Andlisis de variancia
a) 8C de reduccién debida a todas las constantes de ajus-

tes R(M,ri) RO, ra) = 5(94)-1(-14)+1(18) = 502

b) 8C error =?E§fij - R(‘A, ry) = 568-502 = 66

-32  -112 176
T,728 1,728 1,728 -0.018519  -0.064815 0.101822-
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-1

¢) SC racién = B' 2 ~ B =
——[ 0.143519 - 0.064815 | "} -1
-1 1
——|-0.064815  0.101852 i

-0.101822 0.064812’
0.0104167 0.0104167 -l
-1 , , o 1.
0.064812 0.142212
0.0104167 0.010%4167

9.7778 6.2222 T 1-1
-1
'6

2222 13.7778 1

= |- 9.7778 + 6.2222 -6.2222 + 13.7778 =1

S | 1
= |- 3.5556 7.5556] -1

L 1
= 3.5556 + 7.5556

8C racién = 11.1112
FV GL sC CM F

Raciones 2 11.1112 5.5556 1.263 N S
Error 15 66,0000 4 ,4000

Total 17 77.1112
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7. Errores estandares. El error estandar de un efecto, tal
como ?1 tiene poco significado por si mismo, puesto que no
puede existir sin el promedio, asi calcularemos el error
estandar para el promedio de minimos cuadrados ;i y el error

Ao
estandar de U + ry

' 8j. \](o.osolasxu.u) = 0.51

1.8,= [(0-060185 + 0.143519 + 2 x 0.023148)] (4. = 1.05

Shens \[@.060185 + 0.101852 + 2(-0.018519)] 4.4 = 0.77

&&‘ \IYP~°50185 + 0.11574 + 2 (-0.004629) 7] 4.4 = 0.86

Los elementos inversos para los coeficientes en la ecuacién de
minimos cuadrados que fueron sustraidos méds arriba son necesarios pa-
ra obtener el error estandar de ,ﬁi*'?3° Esto se puede obtener en
la siguiente manera:

c‘*“ = 0,143519 + 0.101852 + (2)(-0.064815) = 0.115741

Cl“ ==(0.023148 - 0,018519) =- 0.004629
8. Comparaciones individuales entre los Ty
La conocida prueba de "t" se puede emplear para comparar los
efectos de ry de dos en dos, pero este método se vuelve poco satis-
factorio cuando el nimero de tratamientos aumenta, la férmula es la
siguiente:
-7y
t = ——=
Sti-2j
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a) ry vs rp

-1-1 —2
,l{_o.lu3519 + 0.101852-(2)(-0.064815)_‘] b4 - \] (0.375) 4.4

[
n

-2
.285

- 1.56 NS

ct
[]

b) r, ¥s r3

-1-0 _ A ]
\\[0.115519 + 0.115741-(2)(-0.07870%) J k.4 \lo.h16668 X boh

<
1]

=1
1.35%

ot
"

- 0.74 NS
c) r, ¥ys r3

1-0 _ 1 -
\1{0.101852 " 0.1157E1-(2)(-o.037037)] L.k \l(o.2916677(l+.1+)

t =

1
1.133

0.88 Ns

ot
U}

La prueba de rango miltiple de Duncan modificada por Kramer se
puede emplear para hacer todas las comparaciones deseadas, para esto

se hace uso de los elementos inversos y la desviaciédn estandar del
2
error. Si los valores de Yj - !J \Jﬁcii . ij_acij son mayores

A
que Gézp, ny la diferencia es significativa; Zp, n, es el valor de

la amplitud total estudentizada en la tabla de Duncan (P.05 o P.Ol),
P es el numero de promedios en el rango escogido y n, el grado de

libertad del errore.
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Vamos a ilustrar el método con el ejemplo a mano.
i) Cédlculo de la diferencia promedia entre los tratamientos

a comparar.

Comparacién Yi - TJ d!i - ?1_
r, ¥8 ry I, - !3 = 6 -5 1
r, v8 ry I, - = 6 -4 2
ry ¥8 Iy 13 -1, = 5- b 1

ii) Cdlculo del factor para la diferencia entre promedios,

por la férmula siguientes >

\] ctte cdd - octd

2
Comparacién Factor
ctt . ctd _ pctd
r, va 1, \10.101852 + 0.115741 -(2)(-0.037037) =  2.619
r, ¥8 ry \l 0.143519 + 0.,101852 -(2)(=-0.64815) = 2.309
ry ¥8 T, \l0.1‘0}519 + 0.115741 -(2)(-0.078704) =  2.191

iii) Cdlculo de la desviacibém estandar = ‘ICM error =

iv) Obtener de la tabla de amplitud total estudentizada para

pruebas de Duncan los valores de Zp, n2 con grado de
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libertad del ‘exror n; y el nimero de promedio en el rango

escogido n,, en nuestro ejemplo n; = 15 ynp =2y 3

para nj =15y n, = 2 el valor de 2Zp = 3.01
para n] = 15 y np = 3 el valor de Zp = 3.16

Ahora podemos resumir en una tabla las comparaciones.

Comparacién Ti;ij ‘ 2 Factor x Diferenéia EL,ana
\| ctt.cddactd
r, Y8 ry 1 2.619 2.62 6431
TaXI21n 2 2.309 k.62 | 6.63
ry; ¥8 1) 1 2.191 2.19 6.31

Todas las diferencias por supuesto no son significativas para
este ejemplo, hemos presentadoc solamente para ilustrar el procedi-
miento.

9. Contrastes ortogonales

Las sumas de cuadrados requeridos para las pruedbas de signifi-
cancia por contrastes ortogonales entre un juego de constantes se
obtienen por transformacién de loa's;glentos matriz del elemento in-
verso corroapondionte a dicho juego. Esta transformacién es equiva-
lonte al cdlculo de los elementos inversos correspondientes a la
variancia-covariancia de los contrastes ortogonales escogidos. Estos
elementos son més fidcilmente calculados por medio de un simple proce-
dimiento de multiplicacién de matrices. 8i T es el segmento transfor

mado de la inversa, K es la transformacién matris y Z, 1 segmento
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cuadrado de la inversa variancia-covariancia con la columna ¢ hile-
ra adicional sumada, entonces se puede demostrar que T = KZAK'.
La transformacién matriz K se obtiene de los coeficientes orto-
gonales que define el juego de contrastes ortogonales deseados.
Suponiendo que queremos hacer las siguientes comparaciones orto

gonales entre las tres raciones de nuestro ejemplo.

T 2 3
2 -1 -1
0 1 -1

Entonces la transformacién matriz
112 =1 =
K = <
Se puede notar que la suma de los coeficientes por hileras en
la transformacién matriz es igual a cero.
La transformacién del segmento completo de los elementos inver-

808 para las ?1 Y el cdlculo de la suma de cuadrados para cada comn-

traste se dan a continuacién.

-0.143519 -0.04815 -0.078704

2 -1 -1 ‘
KZA = -%. [ l -0.064815 0.101852 -0.037037| =
0 2 =2
-0.078704 -0.037037 0.115741

N 0.430557 -0.1944k45 -0.236112
3 0.027778 0.277778 =0.305556
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0.430557 -0.194445 -0.236112] 2 0
T = KZAK'a ' -1 2
B 0,027778  0.277778 -0.305556 * 1 -2

1 l.ZQlGZl 0.083334
18| 5.083334  1.166668

Un método mas facil de calcular T es por sustraccién de los
coeficientes en la ultima columna de la transformacidén matriz K de
los coeficientes en las otras primeras columnas, a la matriz produc-
to. En este caso, la ultima columna e hilera para Z no necesita ser
sumada.

= ' '
T KAZKA = KZAK

Las constantes para los dos contrastes ortogonales se obtienen
de la transformacidén matriz y los Qi constantes, en la siguiente for-

12-1- -i cl’a - A 1
T o 2 - = ’°l=éy°2‘z

Las dos constantes @, y @2 son los estimadores de las constan-
tes del contraste.

Las sumas de cuadrados para los dos contrastes se obtienen de
B'27'B en la forma usual.

_z. 2
SC racién 1 vs raciones 2 y 3 = (_ié (16) = 6.9677
1.291671

2
(=)

SC racién 2 vs racién 3 = —Igigggéiél = 3.4286 ’
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La suma de estos dos componentes de la SC de raciones no es
igual a la SC de raciones (11.1112) que hemos presentado en el cua-
dro preliminar de andlisis de variancia. Esto se debe a la desi-
gualdad del nimero de observaciones entre las raciones.

10. Un método corto para calcular la matriz inversa variancia-

| covariancia y las constantes estimadas es el siguiente.

Cuando las constantes se ajustan para todos los grados de liber- |
tad,entre un juego de clases o sub-clases la matriz inversa variancia-
covariancia y las constantes estimadas se pueden obtener mis fécilmen-
te con la ayuda de una transformacién matriz. Si llamamos D a la
diagonal de la matriz de coeficiente de minimos cua&radoa para las
clases o sub-clases y K es la transformacién matriz, entonces la ma-
triz inversa variancia-covariancia C se calcula por la férmula
KD-lK'. Las constantes estimadas se obtienen &e KS = B donde S es
una columna vector de los promedios de clase 6 sub-clase y B es una
columna vector de las constantes. Aplicando esfe método a nuestro
ejemplo, tenemos que la diagonal‘de la matriz de coeficientes de mi-

nimos cuadrados es:

Estos son los miembros izquierdos de las ecuaciones de minimos
cuadrados.

La transformacién matriz es:

K= ==— 2 =1 =1
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Puesto que esta es la relacién funcional de M + ri el promedio

de raciones y las dos clases de contrastes M y ry es el siguientes

8 +8, + 5 2 A 1 a 1 a

1=f - 3 T3 AT 2T 8
SRR Tl Rl S P TP G
2 = %2 3 3 %1% 73 3 %3

8i D es una diagonal de la matriz;su inversa consiste solamente
en la reciproca de los elementos diagonales. De ahi que la matris
inversa variancia-covariancia y las constantes estimadas se pueden

calcular individualmente en la siguiente forma.

o Promedio de a1

M ry raciones D » Constantes
e ..;_. % _é_ y 0,250000 5
5 —;— - —;— —g- 6 0,125000 -1
5 3 33

5 0.166667 1

Las constantes (5, -1, 1) se calcularon por multiplicacién de
cada una de las columnas en ¢l transpuesto de la matriz de transfor-

macién por el promedio de raciones correspondientes.

A
p. (‘*4-6#5) =5

—3—
3 - -%—-[(2)(#)‘- 6-5] =-1
+ 1

-4 + (2) (6) - 5))
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1 ?2 + ?3 = 0, de ahi se puede facilmente calcular ?3.

Los elementos inversos de la matriz variancia-covariancia se obtie-

817 +
nen por multiplicacién de cada una de las columnas del transpuesto de
la matriz de transformacién por si misma y con cada una de las otras

-1

columnas por vez, luego multiplicar este producto por la columna D ™,

por ejemplos

ctl . -%— (0.250000 + 0.125000 + 0.166667) = 0.060185
ct? . -%— 2 (0.250000) = 0.125000 - 0.166667 = 0.023148
cid . -%- (=0.250000) + 0.125000 (2) - 0.166667 =- 0.018519

etc., seguir asi suscesivamente hasta completar el cdlculo de todos
los elementos inversos.
0,069185 0.,023148 -0.018519
C = 0.023148 Q,143519 -0.064815
-0.018519 -0.064815  0.101852
Se puede notar que estos elementos concuerdan con los dados an-

teriormente.

Un criterio de clasificacién con regresiém o covariancia

El andlisis de covariancia de los datos con un criterio de cla-
sificacién se puede lograr por el g&todo estandar, aunque existan
nimeros desiguales de clase a clase. Sin embargo resultados idénti-
cos se pueden obtener por el procedimiento de minimos cuadrados que
implica €1 uso de la matris. Este procedimiento es aplicable a una

amplia variedad de problemas.
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Modelo matematfico

El modelo matemiatico para datos con un criterio de clasifica-

cién y con una variable continua independiente'x‘es Yij = M+ ag ¢+

13 <R+ ey
th

’ Y:LJ = J  observaciones en la ith clase A

b(x dondet

M = promedio general de Ii 3 eon igual frecuencia en cada una de
las clases de

th

ay = efecto 1 de la clase A

b = regresién parcial de Y sobre x

Ii j = variable continua independiente
X = promedio aritmético de X, j
e

13 = error al aszar
0 lo mismo, se puede usar el siguiente modelo.

Y, ., =0C+ ajy + bX + elj

i i v

El simbolo i es el promedio de la podblaciém cuando X = 0 o sea
A -
},( = & + bX

Ecuaciones de minimos cuadrados

Las ecuaciones de minimos cuadrados para datos de un criterio

de clasificacién con una variable independiente continua es el si-

guiente.

Y .
& Ay b REM
oG n ny X : Y
ajs ng onj_o X4 Iy

2 .
b: X X, 7_:%‘13 7{,}1“!11
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Si xi j se expresa como desviaciones de X entonces la ecuacién

para b seria la siguiente:

z,z-(xij-?)?i* ;z(xij 2;: 157 %) Ty
de

Y la estimacidén de N se hace directamente en ves olc

Restricciones impuestas

Las restricciones impuestas son las mismas ya vistas en el pi-
rrafo anterior para un criterio de clasificacién, sin analisis de

regresién es decir Z'&i = 0.
L

Inversién de la matriz reducida y solucién de las ecuaciones

Cuando las constantes para todos los grados de libertad entre
una serie de clases o sub-clases estian siendo ajustadas, ademis para
la regresién (o regresiones), se dispone de un procedimiento alterms'
nativo para obtener la matrig inversa variancia-covariancia. En es-
te caso la regresién o regresiones estin siendo ajustadas sobre una

base dentro de las clases o sub-clases. Por ejemplo en nuestro caso

ZZ. Xi3%13 = ZT]}E
?I"id e

Los elementos inversos de la diagonal de la matriz varianeia-

el estimador de b es %.

covariancia correspondiente a’l\) es:
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El problema estd en ajustar los elementos inversos del coefi-
ciente de la diagonal de la matrii de OQ ¢+ aj y entonces transformar
esta matriz inversa ajultadu,con la transformacién matriz apropiada.
Para obtener los elementos inversos de la sccciéd_dﬂ»# aj, primero
@8 necesario obtener los elementos inversos de la matriz variancia- -
covariancia para'la b - columna o hilera. Estos elementos se refie-
ren a lo mismo de la seccién G de la invorsa,variuncin-covariancia y
se obfiono de la siguiente manera. |

' X
» Gib = Gb'i s=

' 1. 2.
el

Los elementos inversos de la diagonal para la seccién eC + ay de

A se caloulan como sigue:

. obl )
il 1 a -
AT = —;; (1- X4 ).

Y los elementos inversos fuera de la diagonal para oK + aj oqtin,da-
dos por: | | ' ' ’

ij . bJ3
A™Y =- n (x4 )

atd ol L (ggatt
n
J
La matriz inversa variancia-covariancia para oC y aj se puede
obtener separadamente del producto de las matrices K A K', donde K -
es la matriz de relacién funcional entre las clases (oG + ai) y las
constantes individuales (OCy aj) y A es la matriz inversa para o< +

aj. Con datos de un criterio de clasificaciém, como se demostré en
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el ejemplo numérico del pirrafo anterior, K es igual a:

1 1
E'l - l l e o o - _1-
P i 4 P P
p=1 1 . - .
P p °°° P

P SR SR S 1 S
P P P P P

Los estimadores de las constantes, & Y 34, también se puedea
obtener de dos maneras. Multiplicando la matriz inversa para las
]
oS+ ag y b por el apropiado RHM's,por ejemplo Y, y zg.‘i;;‘w
una hilera o columna por vez, para obtener G+ ni. Entonces im-

poniendo la restriccién que ) aj = O, los estimadores de cC se

L

S LR 8y
P

Yy los ﬁi son entonces calculados en forma usual.

obtienen por la férmula:

El segundo método para calcular & ¥y los 34 proviene de la ma-
triz inversa completa de variancia-covariancia paraoC, aj y b y tam--
bién los RHM's para la matriz reducida de minimos cuadrados. Los
elementos inversos obtenidos arriba (los G's) para los b-hileras y
columnas pueden ser transformados ya que ellos corresponderian a la

matriz variancia-covariancia para oc , aj y b mas bien que para o +
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+ai y b. Estos se obtienen fdeilmente de K3, donde G es la columna

vector de los Gib.

Célculo de las sumas de cuadrados y errores estandares

La suma de cuadrados de error es igual a:

2
%Ztij - R(oc , a4, b)
]

La reducecién debido a todas las constantes de ajustes
R(<C, ai, b) es igual a B( A , aj, D) y se obtiene de la siguiente
manera.
A A
oY, + };ai Ti+% %,ini!ii.

o més ficilmente.
A ,-"A N
RY. + Zai(!i-Ip) +d 2.2‘1;;113
1=\ A j

A
8i las ‘13 han sido expresadas como desviaciones de X, entonces

se ebtiene directamente en vezdeoc Y

R(M, ai, b) = R(oC, ai, b) = BY + Tasyy +% ZZ(xiJ-Y)!ij
L L]

A | ok -
=&Y + TR (1-1) +% 22}(‘13'“ Ty
L=1 L
Con dataes de un criterie de ¢lasificaciém con covariancia, la
suma de cuadrados de error se puede obtener mis directamente, per su-

puesto de: 2
NI ) ] _ 2
- TRy A
2.2’11 Tt v (QLxy- 50)
J L L) L
desde que R(u, ai, b) es igual a los dos \ltimos términos en esta
fér-nla; La suma de cuadrados entre las clases A, ajustadas por las

1

variaciqnes eu el promedia de x, se puede obtener de B'Z "B como se

ha explicado en las secciones previas.
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La suma de cuadrados para la prueba de significancias del coe-

ficiente de regresién se obtiene en la misma manera de B'Z’lB.

2
2
2 X
BTN, - Ta)
koJ A
El error estandar de los promedios de minimos cuadrados para

las clases A, ﬁdv 'ii se puede obtener de la matriz inversa variancia=-

covariancia para oC, ai y b, por la férmula siguiente:

S““* ai = \](C‘a + X CPP , cat al _ 5% ¢%b | pecad +2§Cba’i)%z
donde:
A62 = CM del error
C4{ = elementos inversos
Los elementos inversos que hubieran sido obtenidos para I -
hileras (o columnas). Si las x; hubieran sido tomadas como desvia-
ciones de X. Se puede calcular si se desea en la forma siguientes

-2

Uk _ g% L oFceb . x PP

Cpai = ¢ ai + X Cba:l.

Si se dispone de esto, los errores estandares de + ai pueden

ser fdcilmente calculados por la férmula

i 2
She a1 = \I(c““ + colal  , cMalyg

El calculo de los errores estandares de los promedios no nece-
sita de los elementos inversos de JA @ una hilera (o columna), pues-

to que:

SC fi+ a1) - (fu+ 81) =Sai - aj = [ (c¥lad calai_ycaial) 52



- 125 -

Ejemplo numérico. Vamos a usar las mismas series de datos del

ejemplo anterior, con la adicién de una variable calibradora (W) que

suponemos sea el peso inicial de cada cerdo.

| Racién
1 2 3
w Y ] Y w Y
5 3 L 5 8 ?7
9 5 7 6 7 6
11 6 0 2 3 L
3 2 8 7 2 3
10 8 8 6
2 3 2 b
12 9
5 8
Total 28 B 16 48 48 30 30
nj 4 8 6
X 7 L 6 6 5 5

l. Modelo matemdtico.

Iij = oC +ry +bwij + eij

2. Ecuaciones de minimos cuadradbq.
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N

o ?l ?2 ?3 b RHM
oC : 18 4 8 6 106 94
rlz 4 4 0 0 28 16
r s 8 0 8 0 48 48
r3: 6 0 0 6 30 30
b : 106 28 48 30 832 656

3. Imponiendo la restriccién 'E:?i =0
A
a) Reduccién de hileras.

4 2 T, L REM
oG 18 - =2 2 106 9o
r, ¢ 4 4 0] 28 16
T2 3 8 0 8 48 48
ry t 6 -6 -6 30 30
b 106 -2 18 832 656

b) Reduccién de colummas.

tienen las ecuaciones reducidas de minimos cuadrados.

Efectuando esta reduccidén se

& ?1 ?2 ® REM
oc! 18 -2 2 106 94
. -2 10 6 -2 =14
r,s 2 6 14 18 18
b 106 -2 18 832 656
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4) Iaversa do las eonacicacs redusides ds slaimoe cuadrados.
a) Cdleule del determizante do la matris.

10 [4 -2 - 6 -2 - 10 -2 - 10 6
I.l.u 6 1 a8le2| 22 vafl2 ¢ a8f-208) 2 6 2
s o -2

< 18 832 106 18 832 106 -2 18

1 » [ ¢ 1 2 ¢ 2 “{ml“-”lm 1,490,400
Yhe s e m| e N0 B

s

S Sl il PP il IR (L | R 10064 ¢« 2,096 b -36,9%
. . . . -
18 2| f0s 8 hos * * * *

-2 ¢ 18 «10 : i 2 : 2 2-10,096 « 2,000 ¢ 1,880 12,672
- * *
* 2 83| Chos a3 06 * ' ' ol s

18 106 18 hos

6 pL3 2 1 2
- 106¢ =2 «10 .6 ®= 106 } ~272 ¢ 14,480 - 3,840 }e 1,099,008
-2

lAl- 1,M0.400 = 36,376 - 12,672 - 1,009,008 = o+ 342,154

») Odleulo do lee cofactores.

10 6 2 1 18 6 18 ¢
ay o2t 6 v asfeadao -6 -2 - 82,800
FUR ) H) 2 82 -2 18
2 18 832
2 6 <2 EUS 1 ) 2 a8 2 b
‘u_(_nba 2 1% 18 |eaad =2 -6 -2 - 18,288
106 18 832 18 832 06 832 pos 18
210 6 18 2 8 2
TS Vel PR T Y M -0 -2 - 6,33
106 -2 82 2 & o6 2 d
a2 [ [T 2 2 6
A =(22) 2 6 Wled( -2 - 10 .6 == 10,368
106 -2 18 2 218 106 18 106 -2
| 2 2 6 PO 1) 6 18 6 1
Ay =(x) [T Y 18 eaa { -2 -2 | «106 - 18,288
2 18 832 8 832 -2 832 -2 a8
. o 18 : lo: s 8 2 218 2 14
2 ® 2 1 18leaq 18 -2 +106
106 18 83 18 832 106 832 106 asf [ 720082
23 18 2 106 [] 18 2 218 2 6
Ay =(a2 2 6 18 a2 {28 2 *106 22
106 <2 8 2 8 106 832 106 2 [T
A 24 18 2 2 18 |6 s 2 2 €
Ay =(1) 2 6 b a2 {28 .2 .2 o 1,728
106 -2 18 -2 a8 106 18 106 -2 *
" o tt] : 106 6 -2 0 -2 10 6
. 10 2le1 {2 -2 4206 6,336
< o o PO -2 82 a2 g [ 762
o 18 2 106 6 -2 2 a2 -2 ¢
4, o2 -2 6 2 |1 {18 -2 206 2,2
hos 18 832 B 82 hos 832 106 8| [T 2
- 18 -2 106 10 2 2 -2 -2 10
Ayy o(<2) -2 20 =2 |s1 (28 .2 106 . 34,808
106 -2 832 -2 832 106 832 106 <2
" 18 2 2 10 6 2 6 2 10
Ay =(22) -2 10 6lear (28 .2 .2 * 0,000
106 -2 18 -2 18 106 18 106 .2
2 2 108 6 <2 0 <2 10
. 2
Ay =(=1) 10 6 2fer {2 -2 *106 .- 10,368
PREETS 18 PUIY ) 6 18 6 2
e o 8 2 108 6 -2 2 2 <2 6
LIS 2 6 2|=1 28 -2 +106
b
2 w18 2 18 PEETS I alld
. 18 2 106 0 2 2 2 2 10
Ay o(22) = 10 2l {28 .2 +106 = 0,000
2 ¢ 18 6 18 2 18 P *
18 2 2 10 ¢ 2 6 -2 10
A s™ 1 10 gaadas .2 .2 1,728
2 6 6 2 ERET 2 6 *
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5. Calculo de la matriz inversa.

mome my omd A2 B
A 2 A A
> R S W R S S T I
A A A 2 foamt
1 LB L Ly 1 32 33 o
A A A A | e
Ay A A Ayl Ul k2 3 b
2 A A Y \ - -
r 1
82,800 18,288 -6,336 «10,368
32,1 3h2,1 342,14k 342,146
18,288 0,832 -22,176 -1,728
352, 144 322,1EE 32,1 342,145
-6,336  =22,176 I, 848 0,000
342,1 342,1 3%2, 352,1@ v
210,368  -1,728 0,000 1,728
{3 2,1 3h2, 140 342,1 3t2.155i
Matris inversa
2 EN | 2, b
oc : 0.242003 0.053451  -0.018519 -0.030303
r s 0.053451 0.048569  =0.064815 -0.005051
r,r  -0.018519  -0.064815 0.101852 0.000000
r.s  <0.030303  =0.005051 0.000000 0.005051
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6. Estimacién de las constantes de ajustes.
SC = 0.242003x94+0.053451(~14)-0.018519x18-0.030303x656 = 1.7879
T, = 0,053451x94+0,148569(~14)-0,064815x18-0,005051x656 =-1.5354
=-0.018519x94+0.064815(=14)+0.101852x18+0.000000x656 = 1,0000

==0,030303x94-0,005051 (=14 ) +0.000000x18+0,005051x656 = 0.5354

== (?1 + #,) ==(-1.5354 + 1.0000) = 0,535k

A

+Dw=1,7879 +(0.5354) (5.8889) = 4.9408

>
-> o o W

&

7. Elementos inversos de la diagonal para ﬁ + ?‘i pues que
A A A - A
M+ Ty = OC + S + ry los elementos inversos se pueden

calcular de la siguiente manera:s
(o] R+ry = C°c°c+ ;2 Cbb + Criri + 2 ;Coc b+ 2 C°°ri + 2w Cbri
Otro método para calcular el elemento inverso de la diagonal,
que es necesario, si el error estandar de ﬁ + l’\'i se desea, es posible
obtenerlo de:

chM criri 2 Cuﬂ' |

Sin embargo los elementos inversos que contienen i no son direc-
tamente utilizadbles a partir de la matris inversa, a menos que los
Wij hayan sido expresados como desviaciones del promedio general.
Estos elementos inversos para }A-hilora Yy columnas se pueden calou-
lar de los elementos inversos disponibles, en la forma siguiente.

En nuestro caso

cUY. 0.242003 +(2)(5.88889)(~0.030303)+(5.888889)2(0.005051 )=0,060265

cM¥1 . 0.053451 . + (5.888889)(-0.005051) = 0.023706

cM¥2 - 0.018519 + (5.888889) (0.000000) == 0.018519
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Un procedimiento alternativo para calcular la matriz inversa
variancia-covariancia mis fAcilmente es el siguiente, que se puede
aplicar cuando las constantes para todos los grados de libertad entre
las clases o sub-clases estin siendo ajustadas.

Los elementos inversos para b,‘% de la matriz inversa es igual

bb i _0Aa

2 2
IRAEER S
L] L

Este valor concuerda con el obtenido para este elemento en la

inversion simulténea de la matriz completa. Los elementos inversos
para las b-columna e hilera de of + rj se obtiene en la siguiente

maneras:

al? - gbl Wi = -(0.00505051) (3%) == 0.,03535357

n [ 3 - Y]

a2® = ¢°2 -~ (0.00505051) (5%) =-0.03030306

aP - g®3

=-(0,00505051) (ég) =-0,02525255

Los elementos inversos de la diagonal, ajustada por ﬁi + ?i se

calcula de las siguientes maneras:

all o ._111_1 (1 - w a®h) .-_,}_[ 1-(28)(-0.03434357)] = 0.49747499
21 1 b2 1
A = TZ (1 - W2 G ) :--8— [ 1-(’48)(-0.03030306)) = 0. 06818 6

Tng (1 - Wy a?’ =--%—-[ 1-(30)(-0.02525255)} = 0.29292942
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Los elementos inversos fuera de la diagonal, ajustado por los
©C+ ry se calculan de la siguiente manera:

12 2l

1 2 _ 1 »
A% = 4% oo o ) 6P oo §-(28)(-0.03030306) = 0.21212142
13 _ 31 __ 1
A7 = A7 == T (my) 6P == -(28)(-0.02525255) = 0.17676785
23,32 1 b3 _ 1 ) _
AT = A7 = 5 (W) @7 =- —5—=(48)(-0.02525255) = 0.15151530

La transformacidén del segmento ©C + ry de la matriz inversa se
obtiene en la forma siguiente:
1 1 1 'O.h9747499 0.21212142 0.17676785
KAK'

L}
-
n
U
fur
U
)

.

0.21212142 0.30681836 0.15151530] K'

-1 2 -1} |0.17676785 0.15151530 0.29292942

0.88636426  0.67045508  0.62121257). 1 2 -1
= -%r 0.60606071 -0.03409082  -0.09090902 -%- 1 -1 2
|0.25000000  0.25000000 =0.16666667 1 -1 -1
r 1
0.24200355  0.05345121  -0,01851852

= 0.05345121 0.14856903 -0.06481481

-0,01851852 -0,06481481 0.10185185

-

Estos elementos inversos coinciden con los obtenidos directamen-
te por el procedimiento anterior de inversidén de matriz.

Los elementos inversos para la b-columna e hilera se obtienen:

1 1 1 ][-0.03535357] |-0.03030306

K G =.-3w 2 -1 -1 |.]-0.03030306] = [|-0.00505051

tl 2 -1 -0.02525255 0.00000000

3
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que también coincide con los valores para estos elementos que fueron
obtenidos directamente.
8. El1 anflisis de variancia.
a) SC de reduccién debido a todas las constantes de
ajuste.,

RO AR 474, b) = 1.7879(94) & (-1.5354)(-14) +
(1.0000)(18) + (0.5354)(656) = 558.7806

o 2 ,
b) SC de error = ?ZY” - R(ec , ry, b) = 568-558,7806 =
9.219k. ’

. ]
¢) SC de raciones = B 2 °B
-1

-1.5354 -1.0000

21,5355 1.0000

[ 0.148569
0.064815
" 9,317664

L5.929#31

-0.06481§
0.101852

5.929431]

13.591447

[1.5354]
1.0000‘
[1.5354]

1.0000

A

-8.376910

—~ |-1.5354
L, 487399

SC raciones
d) SC debido a

(0.5354)2
0.005051

El anflisis

’ 1.0000

17.3493

‘-1
regresién = B 2

B

(0.5354)° (198) = 56.7573

de variancia es como sigue

GL

sSC cM F

Raciones 2

Regresidn

Error

14

13,174

86.19%%

17.3493 8.6746
56.7573

9.219%

56.7573
0.6585.
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Las diferencias entre raciones son ahora altamente significati-
vas, lo que ignorando el peso inicial (sin covariancia), no fue sig-
nificativa en el péArrafo anterior. El error se redujo de 4.400 a
0.6585.

9. Errores estandares y comparaciones individuales.

a) Errores estandar del promedio.

Sik

) ﬁ-b ?“

\,(0.060265)(0.6585) = 0.1

4[0.60265 + 0,148569 + 2(0.023705)] (0.6585) = 0,411

Sty \U_o.60265+0.101852+(2)(-0.018519)3 (0.6585) = 0.287

S G = \l[’q.60265+o.1zo791+(2)(-0.005187) ] (0.6585) = 0.335

b) Comparkciones individuales entre las ?i por la prueba de
ngn, Esto se verifica en tres pasos.
(i) CAlculo de los errores estandares de las diferen-

clas entre promedios.

SV, = \][c>.1u8519+o.101852-(2)(-o.osl+815)] (0.6585) = 0.5003

Stfs = \l[0.148519+o.120791-(2)(-0.08375u) ] (0.6585) = 0.5364
S ?2_?3= \,-[6.101852+o.120791-(2)(-0.037037)] (0.6585) = 0.4420
(ii) Célculo de los promedios ajustados.

7 = m = - = = Promedio

YT, W P W b B(W-W) ¥, - b(-W) = OO0 0
r L 7 6 1 0.5354 0.5354 L - 0.5354 = 33,4646
T2 6 6 6 0 0.5354  0.0000 6 - 0.0000 = 6.0000
r, 5 5 6 -1 0.5354  -0.5354 5 + 0.5354 = 5.5354
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(iii) CAlculo de "t"

_ 3,4646 - 6,0000 - b ¢
r ¥s T, t = 0.5003 = 5,068
rl vs r3 t = LTSBG%-m - 3.861

_ 6.0000 - 5,5354
r, ¥8 r3 t = — 0.55630 =1,051 N S

¢) Comparacidén entre promedios por la prueba de rango mil-
tiple de Duncan (P.0S5). El mismo procedimiento y cri-
terio de la seccidn precedente se aplica a este caso.

A continuacién se presenta el resumen de las comparacio-

nes.

Comparacidn 2 Producto gez » By
s = T3 Nlettieddactd :

r, Vs r4 0. 4646 2.294 1.07 2.46

r, ve r,  2.5354 2,140 5, 43% 2.58

ry Ve Ty 2.0708 2.596 5.28‘ 2.46

d) Contrastes ortogonales.

Suponiendo que las raciones sean funcidén de una variable nos
interesaria probar la significancia de los efectos lineales y cuadra-
ticos entre los ?i. En este caso la transformacién matriz para el
segmento ry de la matriz inversa (incluyendo la tercera hilera y

columna) es:
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0.148569 -0.064815 -0.083654
2 0 -2
T = KZK' = — | -0.064815  0.101852 -0.037237 | K
1 -2 1 |
-0.083754  -0.037037  0.120791
_ ; [o.ueuen6  -0.055556  -0.409090 a2 1
- 0o -2
| 0.194445  -0.305556 0.111111 - L
o q [ reuenn2 0.166668]
18| 5.166668  0.916668
[ 0.109217 0.010417 |
" |o.010417 0.057292
. 4
() (1535 (20,5353 2 (4 50uy2 "
SCF linear = 5.109517 = 0.100217 = 9.816
-%—(-1.5354)-%(2)(1.oooo)+%(5354)2 (=0.7500)2

SCF cuadrética =

0.057292 = 0.057292
9.818%%,
Otra vez se nota que la suma de cuadrados de tratamientos no es

igual a la SC para contrastes ortogonales.

DATOS CON DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION

Los casos mis simples de este problema ya los hemos tratado en
los capitulos precedentes, ahora solamente nos referiremos al método
de constantes de ajuste (minimos cuadrados) para los casos generales

de datos con dos criterios de clasificacidn sin interaccién.
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Modelo matemético

Yo = M+ ai + bj + eij

i3

donde:

Yijk = la observacidn Kth en la jthclase By ith clase A
M = promedio general con numero de sub-clases iguales
ai = efecto de 1la ith clase A
bj = efecto de la ' clase B

ei;lk = errores al azar, asumiendo que sea NID (O, 32)

Los al y bj pueden ser de efectos fijos o al azar. Si los
efectos de ali como los de bj son fijos, el modelo se llama '"fijo",

o Modelo I de Eisenhart. Si ambos ai y bj se obtienen al azar de
ciertas poblaciones infinitas tales como vacas, toros, etc. el mo-
delo se llama al azar o Modelo II de Eisenhart. Si uno de los efec-
tos se fija y el otro se obtiene al azar, el modelo se llama "mixto".

Si una clase de efectos es fijo entonces el investigador esté
interesado en los promedios de minimos cuadrados, errores estandares,
prueba de significancia, comparaciones de promedios, comparaciones
ortogonales, etc.

Por otro lado si una clase de efectos es al azar, el investiga-
dor estaria principalmente interesado en el componente de variancia
de esa fuente. El procedimiento general para las dos clases de efec-
tos se presentard a continuacidén, por procedimiento de absorcidn que
reduce los cllculos cuando los efectos al azar tienen un gran namero

de grados de libertad.



- 137 -

Ecuaciones de minimos cuadrados

M a1 b3 REM
M Nee ni. nj Y..
ai: ni  oni® nij Y; 3
bj: n.j ni j on:j" Yj'

Imposiciédn de restricciones

Dos clases de restricciones se pueden imponer a estas ecuaclo-
nes: una seria ap = 0 = bp y despreciar las ecuaciones para ay y bp.
Sin embargo es preferible imponer las restricciones de Z:ai =0 =

?;%j tal como lo veniamos haciendo, luego proceder a h:cer las sus-

tracciones necesarias dentro de cada serie de constantes a ajustar

los mismos para la columna RHM, antes de invertir la matriz.

Inversidn de la matriz reducida y solucidn de las ecuaciones

La inversidn de la matriz para datos con dos criterios de cla-
sificacidén no presentan ninguna dificultad, y se puede hacer en la
forma usual y resolver las ecuaciones en la misma forma que acostum-
bramos resolverlas para estimar la constante U, ai y bj. Las cons-

tantes ap y bp se obtienen en la forma siguiente:

Bp =- Z_ ay

II\JP == ?bj
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Calculos de las sumas de cuadrados para el anflisis de variancia

a)

b)

c)

d)

e)

donde

ses AB,

SC de reduccidn debido a las constantes de ajustes = R( m ,

ai, bj);_R(P. ai, bj) = WY.. + ¥{_“’_:sn(vzi-wrp) + ’Z‘%j(Yj-Ig)
: s
SC error (cuando la interaccidén est& ausente)

2
= ﬁixijk - R(pu, ai bj)
Ll x

SC ajustado de A. Cuando no existe interaccidn se puede

calcular de dos maneras:

SC ajustado de A R(M ,ai, bj) - R(M, bJ)
2

Y
R(M ,ai, bj) = -
> '“aoj gnj

.
donde 7E';§ es la 8C no corregida de B

S8C ajustado de B = R( M,ai, bj)= R(M ,ai)
2

| Y
R( u,ai, bj) - Z;}
A

81 existiera la interaccidn, la suma de cuadrados de ella

se puede calcular indirectamente, aiin cuando las constantes
de interaccidén no estén ajustadas.

R [(u, ai, bj (abdyy ] - R(M, a1, by)

SC interaccién

2
Y
-
; Z, vy R( M,ai, bj)

2

5
32% es la suma de cuadrados no corregidas de las sub-cla-

El mismo procedimiento es aplicable para modelos més comple-

jos. Esto es aplicable a las constantes para todos los efectos entre
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las sub-clases que son ajustadas, excepto la interaccidén de mayor
orden. La SC para esta interaccidén se puede obtener indirectamente
por diferencia de la SC entre sub-clase menos SC reduccidén para todas
las constantes de ajustes. Un procedimiento indirecto, similar se
puede usar para calcular la interaccidn cuando al mismo tiempo se
ajustan por regresiones parciales para variables continuas.

La suma de cuadrados del error para probar la significancla de

la interaccién es:

i .\ ® Zznij

que es la SC dentro de las sub-clases.

Si la interaccidn es significativa, las SC de los efectos prin-
cipales estén viciados y estos necesitan ser recalculados por el mé-
todo de los cuadrados ponderados de los promedios cong el cual.esta-

mos ya familiarizados.

Errores estandares, comparaciones ortogonales y otras comparaciones

El procedimiento para calcular lo expuesto arriba es el mismo

descrito para los datos con un criterio de clasificacidn.

Estimacidén de los componentes de variancia

Cuando %i y‘%j son huestras al azar de poblaciones, los estima-
dores de los componentes de variancia asociados con estos efectos son
de interés primordial. Con los datos de dos criterios de clasifica-
cion en ausencia de interaccidon el an&lisis de variancia es como

sigue:
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v z o o
A r-1 R(’kﬂ ai,bj)'R(“ 1bJ) % 6024» \(zKQ_z
B q-1 R(M , aip3)-R(p,ai) %‘_’—113 6+ ky62
2 2
Error n-p-q+1 ml 1 jk-R( M, aidj) g—%—lm Ge
. Ljw

Los coeficientes de los componentes de variancia estimados se

pueden calcular por dos métodos, uno directo y otro indirecto.

Método directo para calcular K's

Si las restricciones fueron impuestas que Z:ai = i:bj en las
ecuaciones originales y las sumas de cuadrados se calcularon por me-
dio de la férmula B Z'lB. Los coeficientes de los componentes de

variancia, Kl y K2 se calculan flcilmente de la siguienﬁe maneras
L1 L 13
K =3 {(;ZB-Q_I(Z‘[}B)]
i1 ij
> [(Zz - =3 ( nz )X

ii ii
El valor de ZA y ZB

versa para el segmento simétrico cuadrado de la matriz inversa varian

=
1

identifica los elementos en la matriz in-

cia-covariancia. Para un disefio m&s complejo la foérmula general

. 14 2 13
para el chllculo de los coeficientes es: K = —E—(EE? - Ef—g Z z"Y)

donde m es el nimero de clases o sub-clases y GL grado de libertad

para esa linea en el andlisis de variancia.
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Método indirecto para calcular K's

2
El método indirecto para calcular los coeficientes para Go }'6'3

se reduce a los siguientes:

2
K, = =2 (n - ‘i}i%ﬂii )
L i

1 q—l
2
n
=;]:-I(n_ ?jgj_ij)

Hay otro método indirecto o de Henderson que veremos més adelante.

K,

Absorcion de la ecuacidén M + ai

Aunque los coeficientes de la matriz inversa variancia-
covariancia;se requieren por el modelo completo, a menudo se puede
obtener més fAcilmente por un procedimiento de particién)que de la
inversion directa de la serie de ecuaciones reducidas de minimos
cuadrados. La absorcidon de las ecuaciones M+ ai dentro de las ecua-
ciones bj’es 8610 un paso en este procedimiento de particiodn.

Se demostrd con los datos de un criterio de clasificacidn que
las ecuaciones para M+ ai son idénticas a las ecuaciones para ai.
Cuando M se combina con la ai es innecesario imponer la restriccidn
sobre ai puesto que hay p grados de libertad asociado con M + ai
pero solo p-1 GL asociado con ai solo. Esto siendo verdadero para

M +ai = ;%-(Yi - jipijbj) y como es facil absorber las ecuaciones
M+ ai por las bj, se efectuard la absorcién. Si los nuevos coefi-
cientes para los bj después de la absorcidn de los M + ai son
C(bsbj) ¥ C(bjbs) ¥ los nuevos RHM's son S(bj) las ecuaciones reduci-

das son como sigue.
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/%l /1\32 %3 ,i)q, RHEM
by C(blbl) C(blba) C(ble) .....C(blbq_) S(bl)
b, C(b,b,) C(b,b,) C(b2b3) e+ e.C(bybq) $(v,)
by: C(byb, ) C(bsb,) C(bgb;) .....C(bsbg) $(by)
bq: C(bclbl) C(bqbz) C(babB) ceee.C(b bi) S(bq)

Los nuevos coeficientes y RHM's se calculan en la forma siguien-

te:

C(bjbj) ng

c(b

303 3

S(bj

C(b,b

n 2
-yl
ny

oM ™ )
P = - ii—ﬂi—i donde §#3

Y
s Bt |
)-Yj 2,_111

Ninguna restriccidn se necesita imponer a las ecuaciones de

minimos cuadrados hasta después de haber completado la absorcidn.

Después de la absorcidn se notaré que la suma de los nuevos coefi-

cientes para bj suman cero por hileras y columnas y que la suma de

RHM's por columna es igual a cero.

Esto provee un chequeo del pro-

ceso de absorcidn y también demuestra qué dependencias existen en

las series de ecuaciones reducidas.

Las dependencias se remueven
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por imposicidn de la restriccidn que }Et> = 0, donde los coeficien-
tes bq se sustraen de los coeficientes de los otros bj ¥y los coefi-
cientes resultantes en las b ecuaciones, entonces se sustraen de

los coeficientes resultantes en las otras b, ecuaciones., la S(bq)

h|
también se sustrae de la otra S(bq) en cada una de las columnas RHM.

La inversa de la serie de ecuaciones reducidas para la bj’ des-
pués de la absorcidn de los Ju+ ai y luego de imponer la restriccidn
apropiada es exactamente lo mismo que los elementos inversos del
segmento bj %J en la matriz inversa de la matriz completa variancia-
covariancia., Las constantes obtenidas para bj'son también idénticas
a bJ que se obtendria resolviendo las ecuaciones originales.

La reduccidén en SC obtenida por multiplicacién de‘%j por

S(bj) - S(bq} es igual a la SC para B.

- A ‘ |
?:‘_lbj Lscep - sceq) ] ;
zbj S(bj)

R(M, ai, bj) - R(m, ai)

SCB

Los estimadores de JA + 81 y los promedios de minimos cuadrados
para la clase A se obtiene por simple solucidén de las ecuaciones

M + ai después de calculadas las constantes‘%j.'ﬁPb;”ejemplo:
2 (Y Z.nljbj)
A

Peas —(Y Znijj

Los elementos inversos que quedan después de la absorcidn a la

ﬁ+31

matriz completa variancia-covariancia, se puede obtener fécilmente

si se desea, por el procedimiento de multiplicacidén de matrices. Si
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llamamos C a la matriz inversa remanente, D-l a la inversa de la dia-
gonal de la matriz para las clases (M + ai) y Ny a la matriz modifi-
cada de los coeficientes fuera de la diagonal,en las ecuaciones origi
nales de minimos cuadrados, entonces los elementos inversos para la

seccidn njj (@) se pueden obtener de la férmula p~! NMC.

4 0. L. 0-1 ol i __m@y (S AL _ e
o) -}\;— ce -0 |0k Wiy | CZ_.C@q
. | | ; ‘ | '

: : ! ) ' t : :
| ' '
P ! ' . | ' !
\ ' ' | ! !

| : n ' ' l !
: [ ! : ! : : l

. '. 1 ‘1) q"l) <
|6 o ____ o] LM e iy e ‘]

3

donde n;j es el resultado de la sustraccidn de la Gltima columna de
los nij de cada uno de los otros nij columnas, por ejemplo: n;j =
nij - niq' Si‘%q fuera fijado igual a cero para obtener C, enton-
ces la Gltima columna de los ny j se pueden despreciar en vez de
sustraer como se indicd arriba. Sin embargo en este caso los elemen-
tos intersos obtenidos no se apiican directamente a las constantes
como se demostrd en el modelo (3). También las constantes que se
obtienen asi directamente son funciones lineares de M , ai y bj més
bien que las constantes por si mismas.

Los elementos inversos para la U + ai segmento cuadrado (A) se

obtienen de la siguiente manera:

-1 '
A=D"(I-NG)

donde I es la matriz de identidad y G' el transpuesto de G.
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Cuando los efectos de ai son al azar a menudo se desea obtener
la estimacidén de la méxima probabilidad para las clases A. Henderson
ha demostrado que la estimacidén de la mAxima probabilidad se puede
obtener por regresidén de los promedios de minimos cuadrados. La can-
tidad para el cual los promedios de minimos cuadrados deben ser regre
sados, es una funcidén de los correcpondientes elementos de la diago-

nal inversa.

A2

Ga
&% atlg
M4 &

2
aQ_
8:& Aiigf

ﬁ + ( ii+ 21 - ﬁ-)

B dy

(ai)

donde M+ ai es el promedio de minimos cuadrados regresados, por
ejemplo, la probabilidad mhxima estimada y la Aii son los elementos
inversos de la diagonal para las ﬁ«r %i. Henderson demuestra que

A A
la méxima probabilidad estimada se reduce a M+ g.i = M+ ﬁ-rni-—l)_r(ﬁi)

Para datos con un criterio de clasificacién, donde n es el ni-
mero de observaciones en la.ifh clases A y r es la simple correlacién
intraclase o repetibilidad.

Ejemplo numérico.

A continuacidén presentamos un ejemplo numérico, usando los

mismos datos de las secciones previas, con ciertos reareglos.
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PADRES NO

RACION }
1 2 3
-5 2 3

6 3

1 S

6

7
Sub total 11 23 3
No 2 5 1
2 8 4
3 8 4
2 9 6
6
7
Sub total 5 25 27
No 2 3 5
Total 16 48 30

1. Modelo matemético.

Tisw

=p+si+rj+eijk
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2. Ecuacidén de minimos cuadrados.

o8 8 & # ©, R
M: 18 4 8 6 8 10 ok
8,3 b b 0 0 2 2 16
85t 8 0 8 o 5 3 48
851 6 0 0 [ 1 5 30
rys 8 2 5 1 8 0 37
ry: 10 2 3 5 o 10 57

3. Imponiendo la restriccién de ZQi =0y Z?j =0
L ]

Reduccidn de hileras.

) 8, C £ REM
U: 18 =2 2 =2 o4
K L 4 0 o] 16
8, 8 0 8 2 48
83t -6 -6 -6 -4 30
ry: 8 1 4 8 37
r, 10 -3 -2 =10 57

Reduccidén de columnas

" cH 8, # REM
M 18 -2 2 -2 94
8,4 -2 10 6 b -14
5,1 2 6 14 6 18
rys -2 4 6 18 -20
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De esta manera, con estas series de ecuacionés simulténeas

hemos formado una matriz cuadrada.

18 -2 2 -2]
-2 10 6 L

A = -
' ‘ 2 6 14 6

-2 A 6 18

4

En primer término vamos a calcular el determinante de la matriz,
para el efecto podemos tomar cualquier hilera o columnas y proceder
en la forma ya explicada en las clases extraordinarias de Algebra de

matrices (resumen apéndice).

Calculo del determinante de la matriz

3

10 6 4] -2 6 4] -2 10 &4 -2 10 6

|al-18 |6 1 6|l+2| 2 w 6|ls2|2 6 6ls2]2 6 auf-

|4 6 '18 -2 6 18 -2 4 18 2 b 6
" ' 6] [ 6 6] [6 1s]
=18410 -6 +b 18(2,160-504-80)=28, 368
| 6 18 |+ 18 |4 6
(v 6] [ 2 6] 2 14]
+ 2{-2 -6 +b 2(-432-288+160)=-14120
| 6 18] |-2 18 -2 6
r 3 f I 4 -
6 6 10 L 10 I
+ 2Q-2 -2 -2 2(-168-1480+80)=-1,136
s 18] [ s 18f |6 6
(6 1) [ 2 14 2 6)
+ 24 =2 =10 +6 2(40-400+120) =- 480
4 6 -2 6] 2 b
& \ y

|a} = 28,368 - 1,120 - 1,136 - 480 = 25,632
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clcmmhnml&hu.lll-

2 = 18 2 -2 18 2 -2 18 2 2
IAI..: 6 1 6|e0] 2 28 6]-6] 2 6 6]sn]| 2 6 18| 29632
4 6 218 2 6 18 2 & 18 2 & 6
tomaado la tercera hilera
-2 -2 B 2 = 18 -2 -2 8 2 2
e 2 210 6 M6 |2 6 M|oe2d]-2 20 H|-6]-2 20 6| 25.632
& 6 28 2 6 18 2 & 28 2 & 6
tomando la dltima hilers
2 2 = 18 2 =2 18 -2 <2 18 2 2
= 2)10 6 (beb |2 6 4]-6]2 20 e28|2 20 6]e 29632
6 1 6 2 1 6 2 6 6 2 6 1

Cdloulo de los cefactores A“

10 6 L)

w6 6 & 6
A e 6 1 6fen

10 -5 b
6 18 6 18 14 6

» ¢ 1(2.160-504-80) = 1.57%6

16 6 6 L] 6 L]

. b W 6 ea o= 1(-432-168+40) & o 360

bad

10 [
B

~
o
o
.

-

= ¢ 1(168-328-72) = - 568
s 28 6 218 6 6

. ()

~
o

18| ) « = 1(40-72-208) = + 200

16 [3 2 -2 2
. ()3

o
-
*
o
:

[

2 w6 2 -2 2

LX)

. ()22

~
"
-

18 -2 -2 « ¢ 1(3.888-96-80) » + 3712

18 =2

X3

- ()23

el == 1(1512+5640) » - 1568

"

6 6 -2 -2
18 -2 - 2|
s 28 L] 6

18 -2 2

- ()2t Ww(ea

~
L

@ + 1(=360+40+80) = - 200

|
}
|
}
AERTTEEEE S
|
|
}

. & 18 6 18 6 18 6
3 ® 2 -2 6 o 2 -2 2 a2
e () 2 6 sfeadas B -2 ® = 1(1512+96-40) = - 1568
2 6 18 6 18 6 18 6
N :: :: -: 14 2 =
14 18 - 2 -2 » 1(2952-96-20) = o 2872
2 & 18 s 18 & 18 10
a2 22 06 2 2 2 2
® (1) 2 10 6|s2¢d 28 .2 -2 s = 1(648-00-64) » « 672
2 & 6 o6 ‘o6 0 6
afl 2 [ 2 -2 2 -2
® (1) 10 6 & esad¢ 2 «10| -6 » = 1(40=400+120) & + 200
6 1% 6 6 1§ 3
| 22 6 2 a2 2 -
e (=) 2 6 4 e2d8 . .2 « 1(=360480+40) = = 240
6 6 [

o ()4 ol { 18 . o = 1(648+0420) » = 672

~bh &
H
ﬁ"&

Mok 10 [}
= {(a) LU PR I 6 ] * 10 ¢ )= 2(2872-80-64) = 2728

{
{
{
{
{
{
l
|
EERY I f.,{q e *,.. : ':l}..u-xu-uo.oo)--;a
{
{
{
{
{
{
{

1
|

~bh &
a8 &
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Ordenando los valores calculados de Aij tendremos

r y , . ]
fll Ay  Ays Ay 1,576 560 -568 2ho
Ay fgg hys Ay, 560 3,712 -1,568 -2ko
e b ' =| 568 1,568 2,87 6
31 Ay, 522 As), -5 1,5 2,872 - 72
A A A A
I b1 L2 43 .iut i 2ko -240 -672 1,728

5. Cllculo de la inversa de la matriz para la matriz de coefi-
cientes reducido.
Los elementos aij de la matriz inversa A'l de la matriz A se
obtienen por divisidn del cofactor Aji por el determinante \Al de la

matriz.

Ejempl EEY
Jemplo: aij = T%T

-
>

=

N|§

n

-

W

[3V] [eaY

a{n oY
O\ -
o

N

AV}

N

i

(¥ )
N

&Lﬁ

N

N

%‘{%

W

n

25,

25,632

\NJON
V] (o]
\N
i)
n
NII
nj-
-
N OY
oo
U I
i
- &
<>~|o
N
n

1P 35,

-56
25,632 25,632

. 240 -240 -672 1,728
1’ 5563 5,63 25,532 25,632

[v/]
n
1]
Ia)
U
]
(9
oo
N
wnin
w Jeo
[0 ]
N
V] V)
LY §
(9] [o]
-
n
N
N

:
:

[ 0.061486 0.021848  -0.,022160 0.009363 ]
A'1= 0.021848 0.14#812 -0.06117“ -0.00936}

-0.022160 -0.061174 0.112042 -0.026217

| 0.009363 -0.009363 -0.026217 0.0GZhIGJ
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6. Chalculos de las constantes.
& A A A A
Las constantes ( M , 8y 32, 53, Ty ra) se pueden estimar
directamente por multiplicacidn de la matriz inversa por los RHM's de

la matriz reducida.
A

M = 0.061486x94x0,021848x(-14)-0,022160x18x0.009363x(-20) = 4,8876
sl= 0.021848x94+0,144819(-14)-0,061174(18)-0,009363(-20) =- 0.8876
32=-o 022160x94-0,061174(-14)+0,112047(18)-0.026217(-20) = 1,3146
33= ?

%1= 0.09363 x94-0.009353(-14)-0.026217(18)+0.067416(-20) =- 0.8090
A

r2= 2

El valor de 33 y 32 podemos calcularlo flcilmente, recordando
las restricciones impuestas mas arriba.ji%i =0 = 2;?j de donde:
A

85 =- (8] + 8,) =- (-0.8876 + 1.3146) =- 0.4270
T, == ¥, =- (-0.8090) = 0.8090
7. Cllculo de las sumas de cuadrados
a) SC de reduccién R(M , si, rj)
R(M, si, rj) = (4.8876)(94) + (-0.8876)(-14) + (1.31L46)
(18) + (-0.8090)(-20) = 511.7036.

2
b) SC error = Zi}_‘_yijk - R (M, 81, ry)

donde TZEEY jk' SC total sin corregir.

SC error = 568 - 511,7036 = 56,2964 (sin interaccidn)
2

¢) SC entre padres (S)

R(M, si, rj) - —1—

511,7036 - 496.0250 = 15.6786
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2

Y
d) SC raciones (R) = R(M, si, rj) - -;%?
x

511,7036 - 502,000 = 9.7036

2
Y
e) SC interacciones (S x R) =§_Z_%‘i - R(, si, ri)
L)

541.9333 - 511.7036 = 30.2297
f) SC dentro de sub-clases S R = 568 - 541.9333 = 26.0667

8. Andlisis de variancia.

FV GL scl cM F
Entre Padres (S) 2 15.6786 7.8393
Raciones (R) 1 9.7036 9.7036
Interaccidén S x R 2 30,2297 15,1148 6.96tt
Dentro de sub-clases 12 26,0667 2.1722

l/ Los SC para Padres y raciones no estén ajustadas por la
interaccidn.

A pesar de que la interaccién estad presente, vamos a considerar-
la como si no existiera, a fin de completar los cllculos, y la proxi-
ma seccidn se dedicaré al andlisis completo cuando la interacciédn
estd presente, entonces nuestro anllisis quedaria asi, si ignoramos

la existencia de la interaccidn.

FV GL sC CM F
Entre Padres (S) 2 15.6786 7.8393 1,95 N S
Raciones 1 9.7036 9.7036 2.41 N S

Error 14 56,2964 4.,0212
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9., Errores estandares de los promedios de minimos cuadrados.

s = \\(0.061486) 4,02112 = 0.50

Siag, =\\[o.061486 ¢ 0.144819 + 2(0.021848)] (4.0212) = 1.00
Shed,= 0.72
5}1533= 0089
S4ed, = 0.77

Ohafy= 0.67

10, Comparaciones individuales entre los Bi

a) Prueba de rango miiltiple de Duncan (0.05)

Diferencias A

Comparaciones Y, - Y 2 GeZ., n
i J producto P 2
\[ ctiicdipctd
s, ¥8 85 1.7416 2.396 k.17 6.08
s, 38 85, 2.,2292 2.297 5,12 6.38
53 _V_S_ 51 004606 20116 0097 6008

b) Comparaciones orfogoﬁales entre las ?i.
Esto se puede llevar a cabo en la misma forma que en el capitulo
precedente, por eso omitimos los cllculos.
11, Estimacidn de los componentes de variancia.
A pesar de que en nuestro ejemplo los GL para padres y ra-
ciones son muy pequefios pero como ilustracidn nos sirven muy bien;
los efectos de padres y raciones ser&n consideradas como efectos al

2 2
azar para estimar 65 N Ge
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2 d?
El CM estimado para raciones es G¢ + XiOr
2

El CM estimado para padres es %'3 «\-Kzss esto es cuando la

interaccidn no existe.

Kl Yy K2 se pueden estimar por el método directo o indirecto.

a) Método directo de chlculo de K's

La matriz inversa de los segmentos Z de la matriz inversa

completa es igual a z71 y z-t
8 R

1 [o.1ss819  -o.061174 | "1 | 8.975050  .900084
Z = =

S ro.06117l+ 0.112047 4,900084 11.600112

-1 [ -1
25 = |0.067416 = 14,833274

u .

Los coeficientes Kl y K2 se calculan de la siguiente manera:

K

1
1 =5 (14.833274) = 7.417

=
|

. ( 8.875050 + 11.600112 - —%- (4.900084 + h.90008t+)]

3
—:;— (15.675078) = .22

Las sumas de cuadrados para padres y raciones se pueden verifi-

LI
car por medio del siguiente célculo B Z lB.

[-0.8876 1.3146 ] z-1

SC Padres s

[-1.5246 10.9002] B = 15.683
SC R - [ -1
aciones = -0.8090 ] ZR B

[-112.0001]5 = 9.708
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b) Método indirecto para calcular K's

1)

ii)

Paso

po+

,U+

X

2 . .2 2 2 2 2
+

_ 1 g _2°+42° 57+ 3% 17 4+ 5% _
1 =278 - T - e - ) = M
2 2 12 2, .2, g2
_d 2- +5" +1 2+ 3" + 5 _
K, = 3=7(18 - 5 - T6 ) = 5.225

El otro método indirecto o de Henderson para calcu-
lar K's es el que sigue.

1. CAlculo de las matrices inversas para las matri-
ces redgci@as.

oL e

Matriz inversa de coeficientes para ﬁ+ 31

D+ %1 N+ éa ﬁ+ 55
8, -%— 0 0
85 0 —%— 0 = Rij
s3 . O 0 -%?l

A A A A
M+ Ty M+ T,
f
o1
M+ |5 © iy
= RYY
1
A}+,r2 . 0] 1o

Paso 2. Célculo de las sumas asociadas, matrices, NN'

2 2 2 5 1 8 16 12
NygoMN'=| 5 3 2 3 s|= 16 34 20

1 5 12 20 26
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2 2
Nij=NN' = |2 5 1 5 3= 30 24
2 3 s||y S| |+ 28

i
Paso 3. Chlculo de la suma de productos de RV y Nij

Padres: gnn N - 10.583

Raciones: ZZ R:":j N:":j = 7.550
J

Paso 4. CAlculo de los valores de K

_ 18 - 10.583 _
K, = T = 7.417

K

_ 18 - 7.550
5> = > 5,225

CAlculo de los componentes de variancia estimados

Componentes estimados
FV GL SC CM E(MS)
2 ]

Padres (S) 2 15.6787 7.8393 Ge + 5.2256¢
Raciones (R) 1 9.7036.  9.7036 53», 7.4176¢
Error 1 56.2964  4.0212 6

2 -

Ge = 9°7O}g.u1‘:"0212 - 0.766

2 .8 - 4,0212

62- 18393 - k0212 _ 493

12, Absorcidén de las ecuaciones M+ ai
a) Célculo de los nuevos coeficientes ajustados por ?ij
Los cllculos envueltos en la absorcion de las ecuacio-

nes M + al se pueden obtener de la siguiente tabla.
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ny ry r, RHM
M+ sy ,  2(0.50000) 2(0.50000) 16 (4.00000)
M+ s, 8  5(0.62500) 3(0.37500) 48(6.00000)
J IR 6 1(0.16667) 5(0.83333) 30(5.00000)

El cédlculo de ajuste que se debe hacer en los coeficientes por

J
guiente forma:

P y en los RHM's por las ecuaciones rj que se completan en la si-

Clr,r,) = [8 -(2)(o.soooo)-(s)(0.62500)-(1)(0.16667)]: 3,70833

Clryrq) = Clryr,) == (2)(0.50000)-(5)(0.37500)~(1)(0.83333)

== (0.50000)(2)-(3)(0.62500)=(5) (0,16667) =- 3.70833

C(rzrz)

s(rl)

=[1o-(2)(o.5oooo)-(3)(0.37500)-(5)(0.83333)]= 3.70835

=[?7-(2)(4.ooooo)-(5)(6.00000)-(1)(5.00000)]

=[?7-(0.50000)16-(0.62500)(u8)-(o.16667)(3@}- 6.00000)

s(ra)

= 57-(2) (4.00000)=(3)(6.00000)-(5)

Las ecuaciones reducidas después de la absorcién de las ecuacio-

nes J + sj son las

que siguen:

A

r1 ?2 RHM
ryt 2.20822 -3,70833 -6.00000
ry -3.70833 2.20822 6.00000
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b) Imponiendo la restriccidén que } ry = O se calcula la Iz"j
y la inversa de la matriz reducida. La ecuacidn resul-
tante después de la sustraccidén por hileras y columnas
es:

14.83334 91'=- 12.00000

ry =- ﬁ-:—g-%ﬁ =- 0.8090
r, ==r) = 0.8090

Estos valores coinciden con los obtenidos por el método directo.

La inversa de 1abmatriz reducida, de solo un orden en este caso es:

1 -
m = 0.,067416

. ,
¢) Solucibén para los M + 31 constantes.

Ao [ 1 10 W
b+ 8 -+ o 0 16 2 2 -0.8090
A A 1 .
ped =l o 5 o 8l-1s 3 0.8090
A A 1
0 0 0 1

P+ B3 [ R 4 J

—%— 0 0 16.0000 4.,0000

1o —%— 0 49.6180| = | 6.2022
0 0 —%— 26.7640 4. 4607

d) Chlculo de la matriz inversa variancia-covariancia y la
méxima probabilidad estimadas para los promedios de

padres.
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P
1

i~ O
o I
(o] 0

Y

.0,134832

0.269664

.\ Y

r

4 o
o+
0 0

L

-%- 0
o+
0 0

r
0.250000
0.000000
0.000000
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- r - P ’
0 0 0
0 2 [ 0.067416 }: —g-
1 4 4
_37 = '1?:
r 9
0
0.0449kLL
. y
0 ) [ 1 0 0 0
0 o 1 ol -2
—%— 0o o 1 4
o) [ 1.000000  0.000000
0 0.000000  1.033708
1
0.000000 -0.067416
‘7?] |
0.000000 0.000000]
0.129214  -0.011236
-0,011236 0.196629
4

[0.067416]

(0-0.16854 0.04hokk)

O.OOOOOOW

1.179776
4
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A .
La matriz inversa A se aplica directamente a los Ll+-gi. Esta
matriz se puede transformar como se demuestra abajo para dar los

elementos inversos que se aplican séparadamente a Yy los s5.

']

: r
1 1 1 0.250000 0.000000 0.000000

KAK' = -%— 2 -1 -1| | 0.000000  0.129214  -0.011236| K
-1 2 -1 | 0.000c00 -0.011236 0.196629
[ 0.250000 0.117978 0.185393) 1 2 -1
=-%- 0.500000  =0.117978  -0.185393 -%- 1 -1 2
|-0.250000 0.269664  -0.219104 1 -1 -1
[ 0.061486 0.021848  -0.022160]
= 0.021848 0.144819  -0.061174
-0.022160  -0.061174 0.112048

Los elementos inversos transformados para la ry columna e hilera

se obtienen de:

P - P
1 1 1 o |
XG = -%— 2 -1 -1| | -0.016854
-1 2 1) | -o.oukguk
0.009363
= |-0.009363
-0.026217

La matriz inversa variancia-covariancia obtenida por esta forma

indirecta est& dada en el siguiente cuadro.
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a A ~ Lol

1A Sl Bg\ | I‘l
M, 0.061486 0.021848 -0.022160 0.009363
5, % 0.021848 0.144819 -0.061174 -0.009363
5,1 -0.022160 -0.061174 0.112048  -0.026217
r: 0.009363 -0.009363 -0.026217 0,067416

Para calcular la méxima probabilidad estimada de los efectos de

65, en nuestro ejemplo para M+ sy es el siguiente:

A

0.731
4.8876 + 0.731 + (0.,250000)¢4,0212) (-0.8876)

=

+

oY
e

lle

113

4.8876 + (0.4210)(-0.8876) =, 4.51

A x 0‘731
M+ s, 2 hi8376 + G0 159310 (5.0212)

l"‘08876 + (0058“'5)(1031"’6) = 5.65

0.731 .
48876 + 5 73T+ 10.196829) (B.0a12) = (~0-4270)

4,8876 + (0.4802)(-0.4270) & 4,68

ile

+

=5
+
W
e

1]

DATOS CON DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION CON INTERACCION

Ya hemos hablado del método de los cuadrados ponderados de los
promedios como el indicado para analizar los datos con dos criterios
de clasificacidn cuando la interaccidn esti presente, esto da una
estimacidn correcta de los efectos principales, con la condicidn de

que las sub-clases tengan por lo menos un: observacidn. A



- 162 -

continuacidn vamos a presentar el andlisis de minimos cuadrados para
datos con dos criterios de clasificacidn cuando las constantes para
los efectos de la interaccidn deben ser ajustados.

Modelo matem&tico

Yijk = M+ al + by + (ab)1j + eijk

donde: (ab)ij = efecto de la ijth sub-clase, AB después de que los
efectos de A y B hayan sido removidos.

Los dem&s términos de la ecuacidén tiene significado similar al
anterior modelo.

El modelo matemltico es el mismo si ai y bj son fijos o al azar.
Si ambos son fijos el efecto de la interaccibédn también esth fijo.
Cuando todos los efectos estén fijos excepto el error el modelo se
refiere al Modelo I de Eisenhart. Si todos los efectos estén al
azar excepto M se refiere al Modelo II de Eisenhart. El modelo es

mixto cuando uno de los factores est& fijo y el otro al azar.

Ecuaciones de minimos cuadrados

A CH b3 (ab)4 5 REM

M: Neo ni, n.j nij Y..

ais ni Onio nij nij Y.
bj: n.j nij on.jo ni j Y.j
(ab)y 42 ni j ni j nij onijo Yij

Como se puede ver la serie completa de ecuaciones son:
- una ecuacidén de M

- una ecuacidn para cada una de las p clase de A



- 163 -

- una ecuacidén para cada una de las q clase de B
- una ecuacidén para cada una de las sub-clases A y B que tiene

una o més observaciones.

Restricciones impuestas‘

Una solucidén a las ecuaciones de ﬁinimos cuadrados no‘ae puede
obtener hasta que ellas estin reducidas en nimero, a los numeros de
grados de 1ibertad. Las series de restricciones impuesfas son, que
la suma de las constantes para efectos principales sean igual a cero
(0) dentro de una serie y que la suma de las constantes (ab)ij sea
igual a cero en cada columna y cada hilera.

Los estimadores para las constantes son:

o = i; +3p + Bq + abpq
%= 81 - ‘hp + abiq - Gbpq
%‘J ="‘b4j - %q + gbpj - z{a\)pq

(8b)15 = (Ab)ij - (Bb)iq - (2Ypj + (ablpy

Ademés para la confusidén de las constantes estimadas)cuando se

usan posteriores restricciones la reduccidén total en suma de cuadra-

i -1 - g
?'&‘i Yi o+ i’i;j_ Y.§ + i%ﬁb)ﬁ Yij
-=1 . . ‘

i 3 As) 3=

dos se obtiene de:

Esto es incorrecto, siendo ya viciada mis arriba, lo mismo ocu-
rre con la SC para los efectos obtenidos de las matrices inversas.
Imponiendo las restricciones que'i:.ai = iipj = 2:(;%)13 =
(ab)ij = O sobre las primas (') estigadgs de’las c&;stantes es po-

sible calcular las Qi,'%j y (gb)ij. Ademés, la matriz inversé se
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puede transformar para dar la inversa que se hubiera obtenido si hu-

bieran sido impuestas las restricciones que Z'&i = X’i)j = 7’(;1)) ij
1 J L

= 0 en las ecuaciones de minimos cuadrados originales.

Cuando se imponen las restriccionee'z:ai = zr%j = 7{525)13 =0
sobre las ecuaciones de minimos cuadrados: es necesario hacer unas
sustracciones y adiciones dentro de la matriz de coeficientes y los
RHM's, Las sustracciones requeridas dentro de ai y bj,son las mismas
para hileras y columnas como se explicd anteriormente. Dentro de la
serie de coeficiente para las (gb)ij, las sustracciones y adiciones
que pueden ser convenientemente escogid<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>